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# * ψ από τον συγγραφέα 

Το βιβλίο αυτό είναι συνέχεια του βιβλίου μου "Απειρο- 

στικός Λογισμός 1" και γράφτηκε για να χρησιμοποιηθεί ως δι¬ 

δακτικό για το μάθημα Άηε ιροστικάς Λογισμός II" του ^έου 

Προγράμματος Σπουδών του Α' έτους του Τμήματος Μαθηματικών 

του Πανεπιστημίου Ιωαννίνων, 

Το Κεφάλαιο 1 ασχολείται με το αόριστο ολοκλήρωμα συν- 

αρτήσεως μιας πραγματικής μεταβλητής και δίνονται οι βασι¬ 

κές μέθοδοι υπολογισμού αόριστων ολοκληρωμάτων, 

Η βασική θεωρία του ολοκληρώματος του Ηΐβιΐϋηιι δίνεται 

στο Κεφάλαιο 2. Οι εφαρμογές του ορισμένου ολοκληρώματος δί¬ 

νονται στην § 2.10. 

Με το Γενικευμένο ολοκλήρωμα ασχολείται το Κεφάλαιο 5, 

ενώ στο Κεφάλαιο 4 δίνεται η βασική θεωρία από τους Μετα¬ 

σχηματισμούς Ιβρίαςβ. 

Καταβλήθηκε ιδιαίτερη προσπάθεια ώστε κάθε απόδειξη να 

είναι πλήρως επεξεργασμένη, ενώ παράλληλα οι πολλές επεξη¬ 

γήσεις που υπάρχουν στο βιβλία υπό μορφή παρατηρήσεων, ανα¬ 

λύουν με λεπτομέρεια κάθε βήμα, καθορίζοντας την προβλημα¬ 

τική και τις μεθόδους. Οι παρατηρήσεις αυτές επισημαίνουν ε¬ 

πίσης τα σημεία που πρέπει να προσεχθούν ιδιαίτερα για την 

καλύτερη κατανόηση των εννοιών ή επεξηγούν με αντιπαραδείγ- 

ματα την αναγκαιότητα των συνθηκών. Για τον σκοπό αυτό δί¬ 

νονται επίσης και αρκετά παραδείγματα. Υπάρχουν και ορισμέ¬ 

να θεωρήματα που παραλείπουμε τις αποδείξεις τους, επειδή 

δεν εξυπηρετούν τους σκοπούς αυτού του βιβλίου. Κάθε παρά- 
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νραφος, Εκτάς από ελάχκχτες, κλείνει, με μερικές εφαρμογές, 

Επε^ή κανένας δεν μπορεί να ισχυριστεί όχι βια0ά, 

σει, Απειροστικό Λογισμό χωρίς να λύσει ασκήσεις -πολλές ασ¬ 

κήσεις- γι*αυτό σε κάθε παράγραφο δίνεται ένας ικανός αριθ¬ 

μός ασκήσεων. Οι ασκήσεις αυτές ποικίλαυν σε δυσκολία. *Αλ¬ 

λες είναι ασκήσεις "ρουτίνας", εφαρμογές στους τόκους και 

τα θεωρήματα και άλλες πιο σύνθετες και πιο θεωρητικές. 

Κάθε Κεφάλαιο (πλην του 4} κλίνει με μια οειρά ερωτή¬ 

σεων “Ιφοτό ή λάθος* και μια σειρά από ασκήσεις για επανά¬ 

ληψη. Οι απαντήσεις των ερωτήσεων καθώς και υποδείξεις ή 

πλήρεις λύσεις όλων των ασκήσεων υπάρχουν στο Παράρτημα 1 
στο τέλος του βιβλίου. 

“το Παράρτημα 2 δίνονται διάφοροι χρήσιμοι πίνακες, 

θεωρώ υποχρέωσή μου να ευχαριστήσω το προσωπικό του Το¬ 

μέα της ^θηματικής Ανάλυσης του Πανεπιστημίου Ιωαννίνων και 

ιδιαίτερα τους κ,κ. Ι\ Καρακώστα. β.Βιδάλη και X.Πέταλά για 

τις παρατηρήσεις τους, τις υποδείξεις τρυς και τη συμβολή 

τους στην τελική εμφάνιση του βιβλίου. 

Ιωάννινα, Μάρτιος Τ985 Ι.Κ, Ντούγιος 
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αόριστο ολοκλήρωμα 

$ 1,1. ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΑΟΡΙΣΤΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ 

Υπάρχουν δυο δρόμοι, απ'τους οποίους μπορούμε να φτά- 

οουμε στο αόριστο ολοκλήρωμα, 0 ένας, τον οποίο και θα ακο¬ 

λουθήσουμε ο"αυτό το κεφάλαιο* είναι να ορίσουμε την ολο¬ 

κλήρωση σαν αντίστροφη πράξη της παραγώνισης.Ο δεύτερος,τον 

οπαίο θα παρουσιάσουμε στο δεύτερο κεφάλαιο, ξεκινάει από έ¬ 

ναν πιο γενικό και άμμεσο ορισμό, και βασίζεται ουσιαστικά, 

στην έννοια του εμβαδού που περικλείεται από μια καμπύλη» 

Και οι δυο ορισμοί όπως θα δούμε στην 12,6 είναι ισοδύναμοι. 

Το κεφάλαιο αυτό έχει πρακτικό χαρακτήρα, βα εξετάσου¬ 

με μεθόδους υπολογισμού αόριστων ολοκληρωμάτων. 

Ορισμός 1.1* Έστω ί: Δ -· χκ, Δ ένα διάστημα. Αν * ΧΚ 

είναι μια συνάρτηση* τέτοια ώστε Ρ*ΐχ)·£{χ)« νχ £Δ τότε η Ρ 

λέγεται αρχική ή παράγουσα της £ στο Λ και συμβολίζεται με 

Ηχ)■ |Τίχϊάχ.χ €Δ 

Παρατήρηση 1*1* 

Το όιέπτημα Δ &α έχει μια ·ίΐό τις ία (Μ κάτω μομφές: 

ΐ 

[α,βΜα,βΜα,αΜα,θ Μ<**+ *>ι(α.+ ")*ί - ·*, β!*(- ·,8>#< - «, +·> 



2 

"Οταν το Διάστημα Δ είναι* κλειστά, ι.χ. Λ=ία,0] τάτε άταν λίμε Γ'{χ) 

=ίίκ>* V χ € Δ εννοούμε άτμ υκίρχεμ η Γ'ΐχ), Υχ ξΕα,Β) «αν αμ Γ^ίαϊ ψ 

γ;(9>* 

παρατήρηαη 1.2» 

Η αρχική μιας συναρτήσεις ΐ ιολλίς «ορίς λέγεται «αν 4 ν τ μ - 

ιαρίγωγος τπ5 £- Το σύμβολο | και* τα γράμματα άχ Δεν έχΰϋν 

έννοια, αν τα θεωρήσουμε χωριστά- Αυτί θεωρούνται σαν ένα σύμβολο για 

να δηλώσουμε την τράξη της ολοκλήρωσης. Μ "άλλα λύγια το | ίίχΜχ είναι 

μ μα συυτομογραφία για την Γ(χ>, 

Παρατήρηση 1.3. 

0 ορισμός 1,1 καρουαμαςει κάισιι κενά. Δεν έχουμε εξετάσει αν τέ¬ 

τοιες συναρτήσεις υτίρχουν. Όχως θα Βοΐρΐ στο Δεύτερο κεφάλαια μια συν¬ 

άρτηση έχει αρχική οε ένα Διάστημα Δ* όταν αυτή είναι συνεχής στο Δ. 

Η συνθήκη Δμως της συνέχειας είναι ικανό »κ όχι αναγκαία 

για την ύίαρξη της αρχικής. 

Βέβαια υπάρχουν και συναρτήσεις που δεν έχουν αρχική 

συνάρτηση, όπως δείχνει το επόμενο 

Παράδειγμα 1,1. 

Η συνάρτηση 

ί 1, 0 

*(*>= I 
I 0, X < ο 

Δεν έχει αρχικό συνάρτηση στο 3Β. Πραγματικά" ας υιοθέσουμε το αντί¬ 

θετο, ότι Δπλ. νεάρχεμ μια συνάρτηση Γ ορισμένη σε κάιοιο Διάστημα 

Δ £ Η, τέτοια ώστε Γ'(χ)=Γίχ), Υχ €Δ, Τάτ* α%6 το θεώρημα του &*ΐ~ 

Ιχκιχ* η Γ θα κρέιει να έχε μ αναγκαστικά την ιδιότητα τ»ν ενδιάμεσων 

τιμάν. Η ί όμως Δεν έχει την ιδιότητα των ενδιάμεσων τιμών, αφού αυτή 

Δεν καίρνεμ την τιμή η ουσία Βρίσκεται μεταξύ Τ«ν ί(-7ϊ=0 χαμ £(β) 

"1, και ευομένως Δεν έχεμ αρχική. 

* Λιειροστιχάς Λογισμός 1, θεώρημα Δ.0, 
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θεώρημα 1,1 * Αν Ρ1 και Ρ, είναι δύο αρχικές της συναρ¬ 

τήσεις ΐ σε ένα διάστημα Δ, τότε: 

Μ*>*Μ*>+ε’ ϋχ €Δ Π) 

όπου ο αυθαίρετη σταθερή» Αντίστροφα, αν Ρ1 είναι μΙα αρχι¬ 

κή της £ στο Λ και αν η Ρ^ ορίζεται στο Δ και ικανοποιεί την 

Πϊ για τυχαία σταθερή, τότε η Ρ2 είναι μια αρχική της £ στο 

Α. 

Απόδειξη 

"Εστω Γ(χ>=Γ1 (*)-?",(*), Τότε με την βοήθεια τον ορισμού 1*1 έχουμε: 

Γ'(κ)=Ρϊ“(κ)-Γι'Γ(κ1·=£ίιΙ>^(*)20, νκ €Δ* 

η Γ είναι σταθερή στο Δ, τχιί τα Πόρισμα του θεωρήματος 5.12 του 

Ατείροατιχού Λογισμού 1. Άρα Γ(χ)=σ ή Γ3{χ5=Ρ,1 (χί+σ, V* €Δ* Το αν¬ 

τίστροφο ειίσης είναι αιΑά,β 

Παρατήρηση 1,4. 

Το θεώρημα 1.1 Λέει άτι η αρχική μιας συναρτήσεις ί ορίζεται με 

την ιροσθήκη μιας αυθαίρετης οταθερής. Συνεχώς η καράσταση |£{χ)άχ Δεν 

ορίζεται μονοσήμαντα. Αν Γ είναι μια αρχική τη; £ σε* ένα διάστημα Λ 

τάτε η συνάρτηση Γ+ο για κάθε ε €ΙΒ Λέγεται αόριστο ο λ ο- 

η Λ ή ρ ω μ α της £ στο Λ, 

Για την ατόδειξη τον θεωρήματος 1.1 χρησιμοτοιήθηκε το θεώρημα 

5.12 του Διαφορικού Λογισμού, στο ατοίο η υτάθεση ότι το Δ είναι Διά¬ 

στημά, ήταν ουσιώδης. Γι'αυτά το θεώρημα 1.1 μταρεί να μην ισχύει αν 

θεωρήσουμε ένωση διαστημάτων* Βλέτΐ και Παρατήρηση 1*6 ΐαρακάτω* 

Παρατήρηση 1*5, 

Υταρχει μια *ολυ Ουσιαστική διαφορά μεταξύ τον Διαφορικού και τον 

Ολοκληρωτικού Λογισμού: η ΐαράγωγος μιας στοιχει¬ 

ώδους συναρτήσεως είναι χάντα μια 

στοιχειώδης συνάρτηση, ενώ το αόριστο 

■ολοκλήρωμά μιας στοιχειώδους συναρ¬ 

τήσεων Δεν είναι τάστα μια στοίχε ιώ- 
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6η; συνάρτηση. ΔηΑαάή ΰεν μιρρεί να εκφραστεί με την 

ΑοίθειΛ ϋτοι^Είιαύϋυ συναρτήσεων. 

Υΐίίρχίί όρ*; μ Μι ευρεία κίάση συναρτάν των οιοίων τα α^στα 

αλαφρώματα Εκφύονται με την Μ*ε«> των στοιχειών συναρτήσεων. 

Για Μ εφαρμόσομε Αμν* μεθάδουε ολοκληρώσω; ΰΕ ερλ^ιλοκεί συνβρτή- 

«ί£, είναι αχαραίτητο να σχηματίσομε έναν είναχα με τα βαμ,^ 4 στοε- 

ΟΑοκληΡώματα στοίχειωδών συναρτήσεων 

α/α ΤΥΠΟΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ ΛΙΑΣΤΗ"ΙΑ ΠΟΥ ΙΣΧΥΕΙ 

1 Γ ν, χν+1 ϊί ν *-1 , χ > 0 

ϋ) ν #-1, χ ΐ 0 

ίϋ) V > 0, χ ε πι 

2 -1οβ|χ|+Ε 

γ ^α + 1 

X >0 ή χ <0 

3 
\ ίχ'**·τ*τ~** 

*) α*-1Ϋ χ > 0 

11) α > 0, χ > 0 

10 

ΤΙ 

Μ 

α*£ΐκ- +ο 
/ Λ Ιο^σ 

| $ίηχάχ*-α>$χ+£ 

005Χί1χ*5ΐηΐ +Ε 

/ άχ 
μϊϊΓ "4**+ς 

Γ άχ 
)ΤΐηϊΤ-'*1**** 

άχ 

* 

ί 

/ ντ =*ΑΓ5ίπχ+€ 

■^--ΑΓεο5χ+ε 

I “Πχϊ" " Ατΐ£χ*ε 

5ΪηΚχϊ1χ-ίο$1ιχ *€ 

/ €α5!ιχε1χ*5ΐηΗχ+ο 

α € Ε0*♦ -Μΐ},χ € ΙΚ 

χ ε κ 

χ επί 

χ 1ίπ+^-^ 

χ ε ίΚτι, Κπ+η) 

χ ε £-1,1) 

χ ε ΙΕ 

χ ε ΐκ 

χ € ΙΕ 
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χεκέδ·! ολο κλ πρώρα τοι. Αΐίί Τΰν ΐίνοΐιΐι των καραγώγων των ?Τ9ί](έιυόϋν ίτυν- 

αρτήαεων καί τον ορισμί 1*1 τρσκάιτη εύκολα ο ΐΛρατάυω ιίυαχα; τινν Βα¬ 

ρκών (1 στοιχειωδών αόριστων ολοκληρωμάτων. 

Παρατήρηση 1*6* 

Αί<ί Τύ ολοκλήρωμα 2 τον «αραιώνω ιένακα έχουμε δη.; 

/' 

— =1οβ|κ| αν χ >0 ή χ <0* 

Λυτό £εν μτορεί να γραφεί στην μορ*ή 

/~η£"*1«*Ι*Ι*«. * € ΐΚ-ίθ)=(- -,0) 

τιλτιΓ 6εν ιχουμε ορίσει το αόριστο ολοκλήρωμα ΰι σύνολα ιοο δεν είναι 

διαστήματα. ΓιΑ ιαρ4Γ£εμγμα οι συναρτήσει.; 

*<Χ)= 
Χο^]511 +!„ X <0 

Ιο^ΙχΙ+ί, χ >0 
και. £(Χ> = 

1ΰ£|χ|+2, χ <0 

ΐοβΐ* I +1* χ >α 

δεν ικανοιοιούν το 0εωθπμα 1,1, (Να το εΐαλπλεύσετε>* 

θεώρημα 1.2. Αν για τις συναρτήσεις ί4.ϊ3: Δ - 1Η υ¬ 

πάρχουν τα αόριστα ολοκληρώματα στο Δ, τότε υπάρχει και το 

αόριστο ολοκλήρωμα της ς|£ι+ς3£2 και μάλιστα; 

ί [ς,ί, (ϊ)+σ3£1ίχΗ<ϊχ*ςϊ / £( [χϊ<ΐχ*ςΙ | ΐχ{χ)άχ 

Απόδειξη 

'Τστω | (χΗχ^ΐχ) Μι. | ί^χΗχ^ίχ), Τότε: 

ΨΪΜ^Μ και Γ^(*)=ί1{χ), ψχ €ώ. Ευνειώΐ 

*Γ ϊ<:ιΓι^*1+βιΓ1ίχ>1=«1Γί'(χ)’*ΐ!3Γ;(χ)*!:)ίι(χ|+βίί|(χ) 

Ατ<5 τον Ορισμό 1.1 και τα θεωριμα 1*1 το ουμιέροσμα είνοι ιρογανότ.· 
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Πόρισμα; 

Ας δούμε χώρο μερικά τταραθείγυατο υπολογισμού αόριστων 

ολοκληρωμάτων με αναγωγή Οχου πίνακα των στοιχειωδών Ολο* 

κΑηρωμάχων* 

Παράδειγμα 1 .2* 

ί χ 2χ*1 
. . 1 (_ 2χ 
ΛΧ~ 2 1 2χ+1 

1 I* 2χ+1 
'Τ ) 2Χ+1 

ί 
/ 

ίχ*:-: 
(3κ 

ά* _ ι ί 
ΪΒ+Ι “ 2 ] 

4Χ- ι_ Γ_ιιΐχ+η 
4 ^ 2χ+1 

Ιο®] 2χ+11 -Κϊ, X > 

Παράδειγμα 1*3, 

/ 
(1χ_ 

Πή^ίοΡχ 
8ί_Λ*£+ΐ£3*Χ_ 
βίη^χ·€θ3 ?χ -/■ 

άχ 
ΟΟΗ *Χ 

Γ άκ 
3Ϊη*χ 

=ΧΒΧ-<:ΐ£Χ+ί:, Χι <χ <Χι+ -|- 4 λι+-^< χ <1ίΐ+ι 

Παράδειγμα 1.4* 

Οχ 

Παράδειγμα 1.5. 

€1“ 

ίΐΙ^Γ * ί ***—Γ = / ~ΊΓ-3Γ"1*ΐ|*·τΙ*β·,*β «* <|ι1,+1 Ί » 3βΙτι —ίΰβ— * βΐϊι — *Μ£ ^ ΪΒΪη-^-ΟΟβ ^ βΐϊΐ ~ *ΜΪ 

Π ΤΟ ΤΟ Τ&0ϊίδ I ί,γΐΐίΐ 1,4, 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ. 

1*1* Μα υταλογίοετέ: τα ταραχήΰλσκληρώΐίαΓα: 

β) | 1^-* ν*** «. + 

γ) | Ι^Ζ?"2-άχχ 6Ϊ ^ - I. - '*"* 

α) |ί νχ+ΐίί*- 1^ΐΜ*ΐ 

/2χ- νΑΓΒίΓΡί 

Υι-*2 

ε) ίτπϊίη^τ 

1.2. Εΐι□πς το ο λο η λ ηρώμα τα ί 

/τίτ^Τ 

Γ-ϋ^ 

ε) * λϊΐι1χ ^ 

1*3» Όμοια τα ολοκληρώματα: 

α) ^^03^)ίί^χ^ 

γϊ ^=05Χ*3ΐΐ53»ίχ γ 

Η' 
ε) **τ 

41 ί·?±π 

στ) / £ * **^Χ+ 

“ / 
ύχ 
εο^χ 

6) ^ ΟΟΞίΐχάκ 

- Ι-Κ7 
άχ + 

+1 

0Ϊ ^1π*1ΗΐΧΐ 

Γ ** 
; α*+ 

^ ΐ4€θ3?Χ 

* αΐ+χ* 

στ) 
140032χ 

άχ + 

$ 1*2. ΜΕΘΟΔΟΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ - Α' ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣ ΑΝΤϊΚΑΤΑ- 
ΣΤΑΣΗΣ 

Δύο είναι οι βασικές μέθοδοι ολοκλήρωσης» Η μέθοδος της 

αντικατάστασης ή της- αλλαγής μεταβλητής και η μέθοδος ολο¬ 

κλήρωσης κατά παράγοντες ή παραγοντική ολοκλήρωση- Η μέθο¬ 

δος της αντικατάστασης στηρίζεται στο επόμενο 



δ 

θεώρημα Κ 3. Έστω Α,Β είναι δυο διαστήματα και £:Α -ΙΡ 

μια συνεχής συνάρτηση. Επίσης έστω φ: Β -■ ΙΕ μια παραγωγί- 

σιμτι συνάρτηση με φ'ΪΤΪ +0» νΐ ΕΒ και τέτοια ώστε Λ(ψ)£ Α, 

Τότε 

^(χϊάχ- £(φ(ϊ Πφ (ΐΐάϊ 

{όπου στο τελευταίο ολοκλήρωμα μετά τον υπολογισμό θα επα¬ 

νέλθουμε στπν αρχική μεταβλητή με την αντίστροφη αντικατά¬ 

σταση τ·Φ"1{χ)}. 

Απόδειξη 

Έστ* Γ(χ )* { ίίχΜ*. Τότε Γ 'ΐχ ϊ=£(χϊ· V» €Α, θέτουμε Ε(ΐ)=Π*ί*)> 

τ ΕΒ. Αεί το θεώρημα ΐαραγώγιση^ σύνθετης συναρτήσεις έχουμε: 

βΊ*)=Γ'ί*ίί»·'(*)»ϊί*(ϊϊϊΐ'(*) 

Ιυνετώς τι ΰ έχει χαρίγουσα ο το Β, το οεοίο οεοίειτινύει *αι, το θεώ¬ 

ρημα. β 

Παράδειγμα Κ6, 

θεωρούμε το ολοκλήρωμα 1= ^ -!<*<*■ θέτουμε χ=5ίηϊ. 

-γ< χ <γ, τ^τε τρ τιμών της είναι το δωίοτημα και 

η καρ^ίς της είναι οοθΐ >0, Ϋΐ € (- γ ,-|-)^Αρα το *1ηΐ είναι γνή¬ 

σιο αΰζουσα με αντίστροφη συνάρτηση ττϊν ΐ=Ατ3ΐιιχ,-1 <χ <1 μι αεί το 

θεώρημα 1,3 έχουμε; 

1= | ΥΓ-βίη*ϊ·* (δίπτ Γάτ= ^ οοβΧ-εοΞΐάΐ 

/■* η 
ΟΟβΗάΐ* γ- ϊΐηΤ*005ί+ — Έ(άσ*ηση 1,3α) 

=τ γ X γϊ-χ;ΐ· γ- ΑγβΙιϊΧ+Ϊ! , -1 ίχ <1. 

Παρατήρηση 1.7, 

Μια ιοίό αιλή αντίΜΤίίστάση, ίου μιορεί να εφαρμοστεί σε οιαιΰ- 

δήιατε αίριστο ολοκλήρωμα* είνοι η λεγάμενη ) ρ Ο Μ " ί οντι- 

χάΤίστιιση ΐ=αχ+Β, α,θ €Ε με α *0, Τίτε είναι: 
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ί ί{4Κ + & )<!* = ί(ΐ)$ι 

Παράδειγμα 1.7. 

Έστω το ολοκλήρωμα | ϊΐηίίΐχ+βΜχ,χ €ΙΚ, Ήττ &£τσντο£ αχ+&=ΐ έ¬ 

χουμε 

| δΙηίάΧ+βΜίΐ- ί -—■ * αΙαΐάΥ*- ΰθ3ΐ=-*^*οο*(αχ+&ϊ·ΗΧ 

Παράδειγμα 1,8, 

Ας θεωρήσουμε τώρα το ολοκλήρωμα I - ^ ί(κΤ 'ιί £(χ^*0» Ύχ £Δ. 

ΤϋΓτε θέτοντα* ί(ΧΪ=ΐ έχουμε* 

18 /"ΜκΤ ^ |-^-=1θ£|ϊ!+ί:=1ο&]£<Χ>[« 

ϋτα 6ι.αθτήματα στα ΰΚΟίΟ ισχύει μύνΰ ί(κ)>0 ή ίίχϊ <0. 

Από το παράδειγμα αυτά έχουμε την παρακάτω μέθοδοι 

Αν η ολοκληρωτέα συνάρτηση είναι πηλίκο δυο συναρτά* 

σε«ν, έτσι ώστε ο αριθμητής να είναι η παράγωγος του παρο¬ 

νομαστή, τότε το αόριστο ολοκλήρωμα ισούται με τον λογάριθ¬ 

μο του παρονομαστή. 

"Ετσι έχουμε: 

/ ***<*«■ /Ί^πΗ*· / ^οοίί1 <**~1ο*|αι·χ|*€ 

λπ·* -5" < χ <Κπ+ -^- * Ε ££ 

ί“***>- /-§&-*' /Ιΐί^-^-Ια,Ι,ίηχΙ^ 

λ π <χ <Ειτ+π.λ ίί 

/χΐο8ΐ«ι · ί ^ϋ;ΐ·ι: <κ·ι«<ι>°»ι»ιι^ 

0 <χ <1 ή Τ <χ <+ « . 



Μια κατάλληλη εκλογή της αντικατάστασης διευκολύνει τον 

υπολογισμό ενός ολοκληρώματος, άεν υπάρχει γενικός κανόνας 

για την εκλογή της αντικατάστασης* Αυτό εξαρχάται κάθε Φορά 

από το ολοκλήρωμα που έχουμε. Μπορούμε όμως να αναφέρουμε 

μερικός πολύ χαρακτηριστικός περιπτώσεις: 

Περίπτωση 1η: Αν το ολοκλήρωμα περιέχει την παράσταση 

Υα1-*3 ΐύτε θέτουμε Χ'|α]5ίηθ ή χ-|α|ςο$θ.θα έχουμε τό- 

ίϊ αν χ-]α|5ΐηθ* άχ-|α] εοεθάθ» ^/α1 -χ2 - [α | οοεθ 

1ί) αν Χ"|α|οθ5θ, άχ—|α[ Βϊαθιΐθ. ΥαΕ-χ3- \ α \ κϊηθ 

Παράδειγμα 1.9. 

"Εστω ΤΟ ο-λο ϊΐήίωμίΐ 1 = 1 ΙϋΓΟ^*· "|ο1 <χ<|α|· θέτουυι: 

χ=]ο| δΐηθ* Τίίτε 4α έχουμε: 

τ- Γ |*| 
" ^ Ια ]α ] ?αεΑ4φ- |ί | ^ δίπ&Κτ 

-*|α|οοϊβ'=-|β| * Υι-βίΐί3θ-- Υ&^ϊΓ^+ί. 

Περίπτωση 2η: Αν το ολοκλήρωμα περιέχει την παράσταση 

Υα!+χ3 τότε θέτουμε χ-|α[τ®θ ή χ-|α|€ΐ£θ ή χ-|α]«1ΐι1ιζ. 

Τότε θα έχουμε: 

1) αν χ-ΙαίΕβΒ, άχ- άθ, Υο2+χ2--^^ 

ϋ) αν χ-|α|3ΐηλζ. άχ*|α]ςθϊλτ. Υα3+χ3-|α|οοκΗζ 

Παράδειγμα 1.10. 

&ο υκο λογιάσουμε το σλοιΜρωμβ 

■0ϋ£. θέτοντας χ^Ζΐ^θ. έχουμε; 

Υμ+ϊΐ^ 
άχ* και υε ΐΰυϊ όυΰ τμί- 

* Ετσ €ΐΰμί·^ο <$*00 το αΐΚο ορισμού 6εν δίνεται, βα ιρέτει να ανβ- 
ςητσβεέ ακό τον αναγνώστη. 



π 

ί ^ ι·ΰχ= ί 
2ΐ£ί ίά Β 

2 003*6 
00*6 

=2(·_Εί» 4Μ2 ί^Γ« 
/ οΟδθ ^ Εθ3*& 

-2* ——~ ίάσκηση ΐ.ϊγϊ 
€θΒ β 

τχ το. 

Αν θέσουμε χ=?Βΐη&ζ θα έχουμε: 

2βϊπΙμ; 
* 20Ο3Η&Ϊ2=2 ^ 3ΐηΐϋΜΐϊϊ2Εΰβ1»= }'4-+κ*+ε ■ 

Περίπτωση 3η: Αν το ολοκλήρωμα περιέχει την παράσταση 

/χ*-α* τότε θέτουμε *Ηα| —^0- ^ χ**|β|«ό*1« (το + αν χ 

»|α| και το - αν χ<-|α[), 9α έχουμε: 

ί) ον Χ·|α| -ς^ς- , ί*-{«1 (|^|| 99. V* ® “ Ι<»I Ί£)§- 

ί ι} αν χ-τ|α| ίθ5ή;. ιΐχ-ι|α| ϊΐπίΐΓίΙϊ* ^χ2-α2»|α1 $1ηΗζ 

Παράδειγμα ί,1Τ« 

Έστβ ^ θετονταί χ±]ίΐ|σθβ]ϊ!2 έχουμε ϊ 

^ ]/χ2^Ε|;μΚϊ | &[3ΐΐΐίΐζ· I α| ΒΙΠίΐΖίΙζ^Β2 ^ δίπΐ^ϊάϊ 

ί ί σο&ϊϊίζ-Ι . _ ο'1 , α1 
=5 I ■■■■■ 2 "άζ-— 3ΐηΚ2ζ- -γ~ Ζ 

= ~ ϊί |31Ιΐΐΐζ]ίΐ|€08Ϊ1Ζ-““ ζ 

ΙαΙΐ^θ 

χ νκί-αί &? , . χ 

χ ΥχΛ-α* α2 , χ+Υχ’1^ι* 
=" 2~ ~ 1ο«—Ι^τ— « 

Παρατήρηση 1.8. 

Πιο γενικό τα ολοκληρώματα του τεμιέχουν τι£ κοραστάσεΐί 

2ν 2ν ΐν, 2ν 2ν 2ν 
ϊ) ψΛ -χ ϊΐ> Υ& +χ ή 111) χχ -α υιολογίςονται. ον θέσου¬ 

με αντίστοιχα" 
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1) χν=ανβϊηΐ ή ϊΐν=ανΐ:ο3β 

ϋ) #ή κν=ίΐνΗΐηΗϊ 

^πτιϋση 4ηί Αν το ολοκλήρωμα περιέχει ριζικό της μορ¬ 

φής Υαχ+0 τότε θέτουμε )/σχ>Ρ*τ, 

Παράδειγμα 1.13. 

Για να υιολογίοομμί το ολοκλήρωμα Γ —ί- οοο γ*άχ βΐτονμί /κ^τ,, 

^ Υ* 

Τ<5τι κ^τ2, ΐ1*=ϊτί1ί μι 

^ ^ “οο8τ*2τότ=ΐ 

=2*1ηΐ=23ΐπ γχ+ζ. 

Περίπτωση 51|ΐ Αν το ολοκλήρωμα περιέχει την παράατααη 

ν^αϊΓ-Χ7, α >0 τότε θέτουμε χ-α(1 -ςο$θ)„ θσ έχουμε: 

Υ2αχ-ϊΡ·α**έηθ χ-α(1-ςο®θ}( άχ-αειπθίΐθ* 
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Παράδειγμα 1.14, 

Α$ υτολογίσθυ»ε το ολοκλήρωμά ^· 

και. έχουνε: 

ίΖαχ-χ1 
ύχ, θέτουμε ΐ1-Ρθβθϊ 

/ 7^ 4"= ί Β··»ΐπΙ£ΐ -5£η**Μ /«*—·>« 

=αΐ 0-9Ϊπβ )=Ηΐήϊ^:ο& ^1” ) - ν^πι1'”**+ΰ* 

Παρατήρηση 1.9. 

Όκωΐ τονίσαμε και.- στην αρχή τπϊ χαραγριίγου ου ισραϊΐίνω κερνίτώσεες 

είναι υερε*έΐ χαραχτηρεσΐεκές κερί, κτίσε 1·£ *αυ υ<0λογίζονται, εύκολα με 

τες αντεκατ&στιίσεμί κου δώσανε. Δυστυχώς αυτές 6εν καλύκτοον ίλεε τι.* 

τερι.κΤΗσεμ£. Μερικές (Αλες «ερικτώσεις θα δούμε στες εφαρμογές *ου α¬ 

χό λ ουρούν. 

ί 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ___ 

1. Να υπολογίσετε τα αΑριστα ολοκληρώματα: 

Λύαη 

α) Θέτουνε χ=κι1ηθ (Περίπτωση 1η) »αε έχουνε: 

ίθ3θ-1 */-*-«*/ 

=ί«-|^»=-ί- 

άθ 

-ί- 

1-εο3δ 

1+ί03θ 

ΟΟ·* 

Ε03δ }(!+«*&} 
άσκ* ί 

ΐ +ίΟ_·5θ_ 
»ίηϊ» ί* 

-α Γ Ίθ Γ Μ5θ . „ 1 
\ είπ^δ ^ εϊηί& *" ε ® * «ΙγΛ 

=Λτ3ΐηχ+ +α. χ χ 
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θ) θέτουμε ΐΟαρατήρηση Ι.β) και έχουμε: 

/τ^·+ίτ45?-+/ , 1 
£Μ β*ί|β· —Γ~ 

* ΟΟΐθ 

=Τ Ιΐΐϊ» =τ10*ΙιβΤ· 

ΕΓιιενβή όμων ΐ|£-|-=—1 * ^^β·~Β- γ—** ■ 9α έχάυνϊ τ ε λ μ »ά: 

/ 4* -_». 
, 'Τ1ο« κ Υ1+* 

4ΐ 

2* Να υπολογίσετε το αόριστο ολοκλήρωμα: 

χ + 1 ί χ(1+χε*) 
(Ιχ 

Λύση 

θέτουμε χ®*=ΐ, Τότε (χ+1ϊ* και ε*θμέν»ί 

.X 

^ χ(ΐ+χ« ) ^ Χ6 (1+Χ* 1 * 

άΐ 
Ϊΐ+ΓΓ 

4γ)λ 

=1ο£| τ I -1ο£ 11+11 = ΙΟΒ | ~ I =1θΒ 
1+χ* 

3* Να υπολογίσετε το αόριστο ολοκλήρωμα 

ί -—■ α* ~β όχ. α >0* 0 >0* γ >0, 
^ χ ΥνΙχϊ-ίσ)ϊί + 012 

θέτουμε ομ + — = ε* Τότε (-*) άχνίζ, και 

+ο. 

Λύση 



Γ , ”'-ί 
^ χ·^γ2Κ2-(ίϋΕ2<·ί)ϊ ^ 

(βίτουμε ζ=γ5ίηυ) 

=/^ϊτ"Μ=ΑΓ,1ηΤ 

-Λ.Γ31 ■(+(“* τ)) +0 

ΑΣΚΉΣΕΙΣ 

1,4, Να υιολργέσετΕ τα ΐαρακίτΐι* ολοκληρώματα; 

ο) / 
'-λ - :■: 
Ηι £ΐχ + 

?> 
^ ν« ί-χ* 

ΐ.5, £*ισης τα ολοκληρώματα: 

α) / ΐίΤΙ+χί4χ + 

11 / ί,τ 

β> Γ —**_* 
/ X "Ι^β 2 - X 2 

Μ Γ—^- V 
} Μ-Μ*}* 

Β> 

άχ 

VI 
6) Γ- ^— * 

) *νιιι* 

1*6, 'Ομοι,α τα ολοκληρώματα: 

α) Γ - ,τ - - + 
ί Λ*1-·*)1 

β) 
/ 

(1χ 

ίχ+ΐ) >χΜ 

1.7. Να 'ϋ·<οΑογιΓσ€Τ€ τα ολοκληρώματα 

Αχ α) 
/ ι+γΐ+Τ 

β> ^(ίο&χ-ίΐηχ) ΥϊΙπχ+οο&νιΙμ τ- 

/οΑΓ8 

■*7! 

αΛτβίηχ 

2~ 
«ί Γ 

ί^Ι άχ +. 
<1χ +■ 

1+χϊ 



1«8« Ηρηοιιιατοιώντας Νατάλληΐη αντικατάσταση να υίολογνσ^ΐΕ τα ολοκλη¬ 

ρώματα; 

ί^.^-ν 
/ ° κ κι 8) /“£—®*+ 

* υ^+Ι 

ίί(ι > ),«ΚΙΛΙί]1 Αϊ £ ϋίακ 
} V χ* / 

^ Ια'+β^^ίαβέοβϊΐ 

Γ -αχ*~Β 
Οΐϊ Γ ί-Γ 

] κί+ία*ί*+&Η * 1 γ2αχ-χΤά** 

ι»9, 'ί ι ιολο'ίίοι Γε τα ταραχατυβ οιλοχληρώματα» ιιε την αντιχαίιίσταϋη κου 

ϊΐ-αίοϊ2 β+β$ I π1 β 

1οβ(1+^ν-ΐ 

χ=$Ιπ2β 

χ~α€αΒ?& 

'Κνΐταν 3 ο το χα&ένο; 

Ιΐχ α> + 
1 ν<^ο>((»-κ) 

■>*/ Λ. 

^ίτ%· ν ρχ-ϊί 

**ί «ν®*·. 

λ <κ <6 

§ 1.3. β' ΓΤΛΡΑΓΟΝΤΙΚΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ 

θεώρημα ’ . 4. Αν οι συναρτήσεις £ και § είναι παραγωγέ 

σιμες σε ένα διάστημα ή και η συνάρτηση £% έχει αόριστο α¬ 

λοκλήρωμά στο Δ, τότε *αι η £β' έχει αόριστο ολοκλήρωμα στο 

Δ Κάι ισχύει: 

| ίίκϊβ'(χϊ4χ·£ίχϊ8ί^)-1 £*ίχϊ8ί*ϊάι.ι € Δ 

Απόδειξη 

παρατηρούμε ίτυ 
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[Γίχϊβ(χ.ί-£ ϊ "(«^(χϊΐΐχ]^ ” ί£(χ)8<κϊ]“ ^ ΐ '{χϊ&(χ?£ΐχ 

=ί'ΐ·)ίί!()+ίΐ*)ΐ*{χϊ-ίΡί*>ϊ()Ι>=ί (*)«'(*> 

Αικί τον ορισμό 1.1 το θέλημα είναι νο^ανίΜ 

Παρατήρηση 1.10, 

Ο τΰΐσΐ της εαρ-αγονϊιιής ολοκλήρωσης γραψεται για ευκολία ως εζής; 

^ μ4ο=υ*υ- ^ υόιι 

Γυα να χρήσιμοκοιήσουμτ αυτόν τον τΰια τρέχει να έχουμε την αυυαρτηαη 

μέσα στο ολοκλήρωμα, ως γινόμενο δυο χαραγόντων: μιας συνορι ήοεως και 

του ΑιαφορςχοΟ μισς άλλης συναρτήσεις. 

Παράδειγμα 1,15, 

Ας θεωρήσουμε· το ολοκλήρωμα: κ € ΙΒ θέτουμε: 

Τότε 4μ=4χ και -ί 
μ=χ και 4υ=ί άπ 

Λϋϊί*. Ευνςκώς 

ΧΐΙ^Ξίίί*- I ΕΚι1κ^χι?κ-¥Κ+ς, |κΛ*=]'*1β,'=»χ-| 

Παράδΐινοβ 1,16, 

Έστω I-χ € ΙΗ , θέτουμε; 

υ=χ2 και 4υ=οο3χ4χ 

Τότε 4υ=2χ4χ και -/ ΟΟΒχόχ=3ΐοχ. £ υνίίως 

1= ^*σθβ·Λ<^ΧΙ<Ι·1ηΧΕχ3ί1πχ-ϊ ^ Χ’ιΙιΙΗΙΧΪΧ^βΙιΜ-Ϊ^ 

Το Iι υπολογίζεται τόλι με χαραγσντική ολοκλήρωση 

,= | Κ3£ηχΐ1χ--| Χ3ΪΠχ4κ-- [ κ40ΟΞΧ = -Χ0Ο3Χ+^σσΒΧάχ--Χ€03Χΐ3ΐπ}ί 

Άρα 

!= ίχ1. οαειαίχχκ^ί ηχ+?χοο3χ-28ΐηχ<Ηΐ. 



Παρατήρηση 1,11, 

Ετο ιροηγούμενο χορείδευγμα στες ειέ μίρους ολοκληρωθείς ΐΰφαλε£- 

ψαμε τμς σταθερές και Την τροοθέσαμε μίνο στο τελικά αιοτέλεαμο* Υποτί¬ 

θεται, άτι σ*αυτάν τερμάχονταε ύλες οι εεΐ μίμους οταθεοές. Όιως δει- 

χνιε το Εΐάμενα εαμάόει,γμα, η σταθερή ολοκλήρωσης δεν μεορεέ να ΐαρα- 

λειιΗί» 

Παράδειγμα 1,17. 

Λ. 1= ^τίΓτε ιφορμάροντας εαραγοντική ολοκλήρωση, θεωρώντας 

το 1 Οίΐν δεύτερη συνάρτηση έχουμε: 

ι, 14 **-γ ,χ-1χί τ ·** / ** (·ττ) ** 

=1+ Γ -^!ίΐ=1+ϊ 

δ·ιλ. 0=11 ί Το εαρίδοζο οφείλεται στην ταρώλεεφη της σταθερής* 

Παρατήρηση 1*12* 

(Ειορευ μετά αιά μια ή ΐ&ρισοάτερες εφαρμογές Της εαραγοντεχιΐς ο¬ 

λοκλήρωσης να καταλήγουμε στο ολοκλήρωμα αεί το οΐουο ξεκινήσαμε* Τά- 

τε το ολοκλήρωμα υπολογίζεται εύκολα θεωρώντας την ϋαράσταση ως εξίσω¬ 

ση με άγνωστο το ολοκλήρωμα* 

Παράδειγμα 1*13, 

Έχουμε ΐ 

1= ^ **ϊ ϊηκάκ=" | «^<3σο*κ*-«Χθθ5Μ+ ^ οΚσσ3χάχ=-6*003χτ ^ οΚ(1ρϊγ:χ 

σ-βκρο8χ+οΧ5ΐηχ' οΚ3ίηχ<3κ=-τΧ€θΡχ+οΚ@Ιπκ-1 

1 -£ 
Χυνειώς: Ι=-^-β (8Ϊηκ-σαβχϊ+*:* 

ΠσράΟειν μ ο 1,19* 

Το ολοκλήρωμα |έχουμε δεν ίως νεο λογίζεται ΐ κερίιγιιατι 

Ιτΐ της § 1-7}. Ηκσοεί άμως να υπολογιστεί *αι με ιαραγοντίΝη ολοχλήρω^' 

ως εξής: 
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]·γί^ι*=* ν^- /χ-^= “«* ** 

=*ϊ^·+ Γ^^λ*. 

(Προσέξτε αυτά το ι&ήμα.. Τέτοιοι μετασχίιματιαμοέ είναι συχνά αναγκαίοι) 

~χ ^^ϊΓ'+α^ΑτίΐΓΐ -|^-ρ * ^ Ί^-ϋ^Ικ 

Ευνε ιώς: 

Ατβίη 
Τ^Γ 

+Ε. 

Παρατήρηση 1,13, 

Κς ίαραγονι ιϊιή ολοκλήρωση υΐΰ λογίζονται τα ολοκληρώματα τον έ¬ 

χουν μια 31ιί Τις «αρακά Τω μορφές: 

ΜΟΡΦΗ Λ V. ΙΑ*| Ρ[ς)^χ4χ,ο € ΙΗ και Ρίχϊ πολυώνυμο του 

χ» 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ 

ΙΛ- ΓρΕχ)**31^ -^- | Ρ(χ}4βΰ* · -γ Ρίχ)*3*- ^ | *β14Ρ’ίχ><1χ 

ΠαούθεΐΥμα 1.Ζ0* 

Είναι: 

|(**+! (ίί^ΙΜ·*2"*- -γ ίχΜϊβ'2** -γ>^β_2χ« 2χάκ 

=- -γ(χ*»!)#"2*—|-1*3ί_2*=--|· ίχΗΐϊ*"2*- -^χβ"2* 

+-|"|β ?Κί ίχ*+2ϊϊ*3)+α 

Παρατήρηση 1*14. 

Όταν υιολογιζομμε ένα ολοκλήρωμα της μορφής { Ρίκ)#3χ.1χ ΐαϊρναυ- 

μτ σαν συμπέρασμα μια συνάρτηση τικ μορφής 0(χϊβα>< άκου $ίχ) ένα ίο- 

λρωνυμΟ ΤΟυ ί£ΐ0ϋ βαθμοιί μ£ ΤΟ Ρίχ), 
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Η ΐαρατΛοηση αυτί μας οδηγεί οΕ μια δι,αφορίτμίίή μέθοδο υιολογι- 

3110 ^ Των ιαοαιάνω Ολο «λ ηρωυΐί τ«ν# γνωστή ως "μέθοδος των 

>Ββ»6·,00ΐ.Οτ£*ν συντίλίοτών"^ ίου αναλυτής 

:ττο εχάμενο χαροίδεμγμα* 

ΠαράΟείΥμα 1*21, 

Θα έχουμε: 

| ίχ *-&ί1 η ίβ^κϊΐΑχΝ^+ΓΧ+δ )*2χ+< 

ι »Μγωγτ.ση και των δυο «ελών αυτής της μαδΐηται «αίρνουμε: 

ι * ’ -2χ*ΤΙ )*2χ=θΑχ1+28κ+Γ)*2κ+2ίΑ3ϊ1+Βϊΐϊ+Γκ*Δ)«ϊ>< 

ή 

; ΜχΜϊίΑχΜΜΜΒίΛίϊΒ+ΪΓΪχθΓΐίΔ 

Εζ ί.οωνοντ·ϊς το £ ΰνντελευτές των νοων β-ν^υΐΐιΐν του κ* ιουρναυμεί 

5Α*2Β=-2 

ίΒ+2Γ;*0 

Γ+2Δ=1 

ι ϊ 1 
Αΐίί το σύστημα αυτί «δονούμε: Α=, Β*-—, Γ= — 

/<*,*4*1+1>'1’'ί«(τ!ί’-τ,<1ίτ*-τ}·!*’β· 

*ρ»η »■■ €ΙΚ καε Ρ(χί πολυώνυ^ 

μα του χ 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ 

, ί Ρίχ) -1 (3 ^ίπ (αχ^Ρί 
> } 01 ΰ-οο«ΐαχ + 01 

«±ρ;χΐ 5ίΛίαχ + 0) _ 2. Γ 5ίτιία3£*βν ί*ιπ¥ 
α -€0 5(αχ + Οϊ + α ^ εαΜαχ+ΒΓ '“χ 
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Παοάδεινμα 1,22, 

Γυα ΐΰ ολοκλήρωμα 1= ^(η*-! ίοοηΐχύχ ^ονμΕ- 

1= γ | (κί-1 Μβ1η3κ= -|- ίχ3 -1 )β1ΐϊ3κ- | Λΐη3χ* 2κ<1χ 

* γ 4" ! κΰΕΟ*3χ= γ ί**-1Μη3*+-|· χοο^χ-—- | =ο*3™1* 

- γ (χζ-1)ε1ι>3ίί^|' χοο*3χ- —£- £ίη3κ+ε. 

Ποροιήρηοη 1.15, 

Καί. τα ολοκληρώματα της μορφές αυτής μκορσύυ «ι υιολογυσίούν με 

την μέ*αΰο των ϊραοδι. αρεστέ» ν ανυτελεστΐίυ (Παρατήρηση 1.14). Ας υχολο- 

γύσουμε με αυτή τη μέθοδο το· ιρα ηγούμενα ολοκλήρωμα, θέτουμε: 

}οο33χύχ =£ΑήχίϊΑ1 χ+Α2 >εαίτ35ίτίΒΒχ3+Β1χ+Β1 )3ίη3χ+ό 

Παραγωγικό ντο ς καυ τα. 'ίυο μέλη και εζεοωναυτας τους: συντελεστές τ«ν 

άοββν 6υ«1μεων τον χ, οε κιίθε αγκύλη ίου ιολλαιλασυίίςΕΤαι, με οοβ$χ 

καε β1ρ3κ, έχουμε: 

ΐχ*-1)οο·3χ=[3Η9χ? +ί 3Αί+30ι)χ+Α]+3Βί]ίθ»3χ 

+{-Μ^χ^+ί 2Ββ-3Α! )χ+Β1-3Α} ΙχίηΒχ 

1Π ΜΕΘΟΔΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ 

Εστω Ιβ* Ιβ^^ϊΐπίβχ+Ρ)^ κατ ϊβ» Ιβ^ςοίίαι^ρΐιΐϊ. Τότε 

νια χο Ιο εφαρμόζοντας παρανοντική ολοκλήρωση έχουμε: 
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V ^ 6ΙίΧ5Ϊηίοχ+ΡΪ(1κ-- — ο*χςο&1αχ+β)+ ^ | ο**οο5(αχ+Β]ί1χ 

= ~β^εο5{οιχ+03* ~ ο^ίΐπίαχ+Βϊ--^ 1^ 

Λύνοντας ως προς I παίρνουμε: η 

I η -^-|ηί«χ*^)·^α|<>5ίαχ*Ρ> 

ρΟμοια βρίσκουμε: 

, _ 3ΐςα5ΐαχ+0}+α5ϊηίαχ+0) ,^χ 
V- ίί»α» - 6 +ε· 

2η ΗΕ0Ο6Ο1 ΥΠΟΛΟΓΙΙΜΟΥ 

'Εχουμε: 

1,—♦'|·1ί (1) 

ιβ- -5· «Ια*5!Λ(<“*β)' ^ 

Λύνοντας το σύστημα των ί1> χαι, {2) Ρρίσκουιιε τα I και I.. 
ο β 

ΚίΡ*Η Λ·. Ι^/ρΕ*).1» 

ΜΕ ΒΟΛΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΟΥ 

θέτουμε ΐ[χϊ* ^ ςοϊίηί+Ο)^* ποι> υΐί0^°νίθτη·ίε στην 

προηγούμενη περίπτωση {Κορφή Γ). Τότε 

Ιή· | ΡΙχΜ£{χ)*ΡΕχ)£{χ)-|ϊίχ)ρ· (χ)ύχ 

ΙΜιΐγμα 1.23. 

9α υΐΟλΟΎίΟΟΟμε τα ο λοκλ πρώιμα ταΐ 1= ί Χϋ^ΐΐτιχάχ* &εχτουμε Γ( χ )= 

Γ χ ■* ** 
I ϊ 3Ϊηχίϊχ, Τίτε α\6 το ΠαρώΐΕΐγμβ 1.19 εύυαι* ί(χ}=-^— ί&ΐιιχ-ίΟϊκ)* 

Συνενώς: 
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Ι=/*< ("I- <β1ΐΒΙ'εο«> ] =~^§“ (»Ιηχ-οοβκ ϊ- ^ β*ϊ 1 π»3χ 

I ί κ 
+ γ I » οοίχάχ 

’ -^|— (δίπχ-ϋοβχ)- -γ ^ β* β1ηχί1*+-^- ^ Λβΐω* 

5 2 {βίπκΌΟΗ ~γ ^β $ίη-χςΐ-χ + -|· βχ&1ΐΛ- γ ^·χ>1ηχι]χ 

= ( 8ΐπ*-ΟβΜ£Ϊ+ “ (^«ΧΜ „ 

ΜΟΡΦΗ V. I£ - [ο^^δίηίαχ+β) οο5 (γχ+β ]άχ 

V) β **5 ϊπ(αχ+0)3 ίη ίγχ+6)4χ 

]ζγ 
ε 003 [αχ^0ϊοοϊ(νχ+&)(1χ 

ΜΕΘΟΔΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ 

Ανάγονται στην μορφή Γ, χρήσιμοποιώντας τους γντροτούς 
απ6 την Τριγωνομετρία τύπους: 

ίβίησ* 5ίη0·οοϊ(α-0)-εΰ3ία+Ρ) 

2^ηα·οο5[ί*3ίη(α*β) + 5Ϊη(α-Βϊ 

Ζοο κα ■ 00 50-00 5 (α+0) +οοπ (α - 0 ϊ 

Παράΰειγμα 1,£4. 

*Εστϊί ^ βΧ5ίη2κ·οοΒχί1χ+ 

Ε1 ε Μ ά ΐ η2χ - οοβχ= γ ( 3ΐη3χ+3ϊπχ > έχουν«: 

1= |«*5Ϊη2χΕθβχ£ΐ*=-1 |βχβΙΒ3Μΐχ + -|· 

Αλλά 

1 χ 
τι2 Χο" β ί β1π3χ-3οο»3ϊι ) (Ηορφϊ\ Γρ με ΚϊΙβ β=3, 6=0) 

X 
Iί= -γ- ΪβΙπχ-οοβχ) (Παράδειγμα 1.16) 
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εταμένυΐΐ 

1= ^ βΚ(5ΐη3χ-3εθ83^)+^ 6Κ(8Ϊη>ι-Εθβ*>Ίΐ 

Παρατήρηση Κ16, 

Στην ει,ίκ,χιΐ ιιε^ιτώΟη ιου ^=0, 0-0* 4=0 βρίζουμε εΰχοΐιϊ <5τι<: 

1> |*ΐΛα**οοβγ)(Λ*=^|- | Ε°*^ΐ7ίΧ ^ ~"5^/)Μ ) **Ι 

*> /■!»..» 4 «* 

3 ) ( ΰθβαχ·«ΒΤίΐίΰ*κ | 51Π*°*Τ ** * } +*ϊ 

ΙοβΦΐχ} 

Ν0Ρ·Η ΙΤ . 1Ετ-/ϊί*ΐ5"ο™ΕΪ)'1Χ 
ΑτΐΒΨΐί) ___ 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΤΓΪΟΛΟΓΙΙΚΟΥ 

Υπολονίζουρε το α6θίθτο ολοχλίίρωμα της ί, έστω Ηχ) 

^ϊ{χ)ΐ1χ. Τάτε π,χ. 

| £ (χ) _(* Ιο®* (*)<** 00 

-Ρ(χ)1ο*Φ{ΧΪ-} Ρ(χ) —<*» 

Παρό&Είνυα 1.25* 

Αν 1= ^ 4* τίτιι Ιΐενδή ^ «!>*=“ 64 ίχύννε; 

ι, |-ΐ2Ρ·ί»»-4· Ι^ΊΡ · Ύ ■ 4γ >««*4/-ΪΓ · Τ4* 

Παρώβεινμα 1*2€* 

„ /* Αί 51 ΓίΧ 
θα νιολοΥίΓοονίιΐ τ» ΰ*ο*1ήρκΐμ&ϊ I -γ- 

) (1-κ1) 



X ΑιΔ την αΰκηΰτΊ είναμ Γ-—- = * 
-I α-*1)** γΤν 

'Λρα 

Γ “''ι1ηχ 1». ΓαμΙμΙ —. —2— ΑμΙβ- Γ ~ 

1 (I-*1)" Λ ΥΓ7 ΥΓ7 ■) 

- ■ ... *. ;_. ΑΓ3ΪΟΧ- Γ ■ ■ * ,Τ 4κ 
νΐ^7 ' 1 * 

■κ' Υΐ-χ 

Χ — Λρίίπκ* -V- Ιοβ 11-Χ] | . 
ΙϊV 2 

ΜΟΡίΗ Ζ'. άχ» δηλαδή ολοκληρώματα συναρτήσεων 

που έχουν τετράγωνο στον παρο¬ 

νομαστή» 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ 

Βρίσκουμε την παράγωνο της καί μετασχηματίζουμε κα¬ 

τάλληλα το ολοκλήρωμα» 

Παράδειγμα 1.27. 

/χ 
^ ^2 <|Κ. 

Εί»ΐ ίϋϊϊ) =" ΤχϊΓΪ1" * Αρί1 τΛ 1 γράφεται: 

[--ίττ} '"^+/τττ<*(«"> 

5'^ϊτ+/τϊΓίχ*1)"*,ϋι 

, X ," 
— +β =-ΐΤΓ+,ί· 

Παρατήρηση 1.17* 

Πολλές γο&ίί εΔναμ ίυ^τί γυϊ τον υκολαγμσΐιΔ ενός ολοκληρώματα: να 

εφαρμΐοοιηιε ϋι,αΑοχμχά ιαρογοντμχή ολοκλήρωση αρκΕτίς ^ορί:. Γενικά μ- 

σχάεμ ο *£·ρα·άτα τΔιοε, γνήσιός ως "γ Ε ν μ κ ε ι? μ Δ ν ο £ τ Δ « α ς 

της κορογον τ μ χ ή ς ο λ ο χ λ ήρνσης111 



| υίχ]ν{ΐί)<ϊχβιι(κ)υι{3ΐ)-α''(χ)ΐ3Ι(ϊ1)+ΐ|"(3(}ιΐ5{ϊ,)_··. 

+Ϊ-1Γ \(ν 1 ^^{χϊυ^,Οίΐχ 

4*01Κ 

υΛ<Κ>= | Γ%^ΟίΜ* 

Μ« [ην (ρουκί&εση βί&αΛΛ ότι όλες, ιαΰίίγι^γοα» χαι τα οΑοκ^ ηρώμα ηη ΐαυ 

« Μι -1.ν^ζοντ&ι· υκάΕρχαυν* 

Γίΐ ιηυίόπ,γμα {ίι^ι 

/. ρ*** « „ * ν αχ 
(· <χΛ=» |, ) ^_- -ρ :(X)"....,(-!)νρ(''\χ, * 
ν ν ι ν α' ν ν+1 

«Γν-' ι 
I ί β*1 Γν 

α ίτ'ί’Η 

| χ'ιΐ(Β«!*Γ(χ') (--£££“*)-<>«>> (-.£ί™2.) 

Μ«·3·3·1ί (--Ηί^ί.)^ 

»Φ*ΐ·Μ*ίΠ; 

" '■■ ,ι «II το ί ■1 ΑΓΐ^χάχ 
' Ζχ V* 

Ί ι ·»*ι ι ΐν. μ»ι<ν«*ιι ί «ί υιο υυ <: ιρωτα τ,ρ 

Τ } ■ ■ ' 1ΛΓ 

I II»»# **■!« 

Γ ·*15—ί_ ΛΠ£χ4χ= ΓΛτΐ^ίκΐ * **- 
* ζ* γζ * γζ 

γ* * γ* 

Λτΐ§χ-? /χί. . 

ί. Να υπολογίσετε το ί&8ί|ί* χοο» »·»1»ιχ ^ 
} €0 3 ί X 

ΙίΙΚ Μθί|«*Κ^·ίηΜ Γ,ΒΐΐΐΧ ΧΓΡ31 

€Οΰ?Χ I Ρ08*Χ ■ ί.>ίη* ϋΕίώι *,- Γ.·,η" °1λϊ, 4> 
) «5β*χ / 

= ί .*1ο*.,™ι*- ί-"*,Μ1. -ϊίϋϊ- ,ι, 
} } ΰθι|Τιί 

= Γ,ϋ.*,,'*. Γ.'^-Α- 
} } τ'««χ 

Γ··1·*.).- . Γ _ι_ 
«Ο·· ) οβ»Ι 

ιίίιχ^ ί 
' <?«»* 

Οβ*Μ V »«η■* / 

ί. Να υηηλονίαετε ιο ί *" ί^ΐΛΐ* 
^ I ^οιΐ 

Μι'«*ι,ι 

>ϋϋ“4χ. ί.·ϋϋ^1Τ!Χ 

-ί»* -Λ ■■»*♦ ί * /) 4 I »| . ** 

.. “"Ϋ ., 



^ υ(χ)υ(κ)'ϊ*ΐΐι(χ)ΐι1ϊχΗι *(χ)υ}|χ9«υ "<χ 

+(-1>ν*1ΐιίν' 1ϊΙ*>υ¥ί*Μ-1)ν"1ΐιι<'ι> (Χ>υν(χ>ΐ1κ 

υι(κ)ϊ^υ(χΜχ,ϋ1(κ)= | Μι * * + ,υ^ί κ Μ>£ 

Ιη ι Μν Ιΰουϋ$θ£.οη 6ίίβ&<*α (ίτυ ·5Αεϊ οι. νιραγυγοι. *ας τη οΛοκ> ιι,μώμπ γ(* ίΐτυ 

ι. μανίζονται υπάρχουν. 

Γι3 ηηαόπ,γμα (£ναι 

/ ω αχ , , ακ 
V*** ^ίκ^Ρ (κ -Ρ ;(Χ) ♦*.-+(-!)ννϊ(κ) 7Τ1- 

ο 
Β /»* ι 

^ χ"&1όηΗΐ,*=(**) (’ —^ί4χ’) (- ^ ί γ« X 

*{ι**3·!*1] (- ™γ·)»γ 

Μ'Μΐ *Η ί 

/ϊγϊ_( 
—--— ΑΜ ϋχείχ 
Ιχ γ* 

I* “«*■ μμ ι>-ι·*'ν. Μ »Μ υΜ>1·ρ'βουμι ·Ρ^τη 

■>-ί(τ1,1 Π- Ύ 

1»> Ι'ΐ'Κ 
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Γ 1>: ■ - Ατίκκ^Χ- ί ΑτΕβΧΐΙ- 
* 2* νϊ -ϊ 

χ*+1 , , ί κ'+Ι 1 

- Ατ^ε*-! ΥϊΓ+Ο· 

Ϋ* 

2, Να υπολογίσετε το ί€5 ίΠΗ .χίσ> ^ ϋ ιιιχ ^ 
/ 00 5 - χ 

■ ίηχ χοοβ^-βΙιιχ , Γ βΐυχ χοοβ 
__-<ί*= I* . ■ £«*■/ 

οί,ηκ αίηχ ρ -—τ— <1χ 
οο»*χ 

= Γο"1"*.*™™!*- (■«**“. ϋϋϊ- ί, 
7 / ϋο·*κ 

«Γ**.·1”·- 
) } ΟΟΗΚ 

=*.**“- Γ ,*1ο*λ*. -·— ♦ Γ _ι_ 
/ οοιχ ^ οοβκ 

»1π3€ ^’ίΓ1κ Π ί Μ.Η ηΐιικ / ι \ Μ ί** -1 +ε 
^ ΟΟΜ / 

Λ* Να υπολογίσετε το ίο* ]—ϊίΜ. 
} 1 *ιΰϋχ 

ΪΧυ«Ιί 

/* Ι+ηίηχ , Γ 
* 

υ 1+3ι1ιι <φι Α 

ΙΟΟΙ 1 γ 

Μ I . ί χ ·Ι*1Τ ί *' ^ ■ *1μ* I υ --£— 4η 
ΙΐΜΜ ^ ιΊιΊΗ 4- 



3 | β*άΐβ γ + /γ** 

■**ϊ< γ - \ ·***-§■ &*+$ ****■§-<!* 

4* Να υπολογίσετε τα 

^α," / * ^ *εθ52χ<*χ και" Ι^“ ί β"<Κ5Ϊηϊχ£ΐχ 

Λύση 

Τα, ο λ ύ *Α ηρ ϋίΐϋΐ τ λ α-Λτ^ ιιυαν τη® μορ^ΐ Γ ' και* νιοΛογιίί,ονταν «ατά 

Τα γνωοτΐί. Πεο εΰχαλα ίιιωΐ μιρροΰν υα οιολογεοτούν «ϊ εζΛς: 

Ιΐραα θέτοντας ιβτα μέΧπ τα Ια καν I ^ έχουμε: 

Εα +1 β- ^ β ΐ*(οοΗίχ+3ΐη1χ)<ϊκ=^ ο ~*άχ*-γα (1) 

Α φαί. μέντας τα α,ιΐΐί το 1α έχουμε; 

Ι&-Ι ρ= ^ * ^(οο·*»-*!*** Ϊ4*= 2χοοβ23«1ιε 

* 4-* ^Χ< 3ΐηΐΧ”θοβ 2χ) (2) 

* 'Ι*^··Ι ίο ιμΙπιίικι ΐι,ιν γί.πυώσεων (1) καν (2) έχουμε: 

4 

ι « **+ 4* β ^Χ(,β1ιι2χ'ί;θ82χ ϊτς 
<* 'ι 8 1 

1.1 ίϊ. Μ· μ·ολονίβετε η: 

α ϊ | κραακάχ γ 

ϊ)»| Ατ·ρί1* 

ΜΙ· ΙΊνίύΐΚ τα: 

ι* ϊ ■ ^ ΙΛγηΙηκ I “Ίΐ!χ 

V > * ί ΟΟΒ ( I ου Μμ 

ΜΙ. Μ» ι> ι<ι λο γ ι!α γ τ ι ία: 

·* Ι ^ί («'-ϊ/χΐη }· *4ϋ 

θ4 <ΙΙ*Ι#*Ι)μΙΪιι4* 

1 Μ Κ|ι· Μ Ο» 1 I * I 

* | | β*ΒΜ·1ΐ|Η'Ι« Υ 

I I I ν « “ I ί + * «Η I ο 

I > I Μχ «ι» * Μ φ I *4 I I λ 141 

ν|·Λ* ·■- 1 

4) ^ ΙΟφύ* 

6) +ί -Λ7- Λχ 
} οοβίΐ 

Β) τ| ^4+κ^* 

4 ϊ τ| 1οβί Ι^Τ** /Ιϊχ ΚΙ* 

I) Μλι,>)ΙΪ·^ 

4) ΐ| (1*χ*)*αο&χάκ 

ί») *| ·*ηΚΰθηΡκιίχ 

ή >ι ^ Ο^υοοίηχ ■ «ΙηΒχάχ 

-^τ) ΙορνάΜ 
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5 γ * ^ ·*ΐϊ 

_ κ Γ χ. ί , . Γ χ^ X . 
=* I* γ β ΐ£ γί^x+^ * τ^γάχ 

χ„ χ 
=ί ΐβγ+β. 

4. Να υπολογίσετε τα 

1^ ο " ? " 005 ■ Ϊ<ϊχ κα ^ I Β« ^ *" 2* 5Ϊη3 χάχ 

Λύση 

Το ολοκληρώματα «υτώ Είναι. της: μορ+ιΐί Γ' *αυ ιιιο λογίζονται, »τ(Ι 

τα γνωστά, Πνο εύκολα Ομωί μιορΰύν να υιολογνστούν νΐ εξής* 

Ιΐροοΐί το ντας *&τεΙ μέλη τα Ια και. Ι0 έχουμε ΐ 

Ια+Ι0ψ ^οαα^χ+δΙο^Μκί. ίΐϊ 

Αναιρώντας το Ι0 αχό το Ια έχουμε ί 

^ι3ι "Τβ= / 8 2*(βΜ**"β^η*ΪΕ^*3|* 2χ&οβ2»1χ 

5 — β~2χ(&ίη2χ-ι=θ82χ> (2} 

Λύνοντας το ούστπμα των εξυούοΕίίν (1ϊ καν <ϊϊ έχουμε; 

4 

1^=-■—ο 2% γ ο ^1ί(βίηίκ-εθβ2χ)+ε| 

I β=-γ β ϊκ*-|-β ίκ (βίπίκ-οσΒΪχ)**:^ 

Ιηΐΐίβσιΐ 

Αν βοβεί ένα αΐύ τα Ια καν I* τότε Χωρούμε καν το οντίοτουχο 

!(■ ^ 1β* 

29 



50 

Χ3Ϊ ΠΚ 

(1+οοίΐχ! 

/I * 

ί*+2)3 

ΥΪ ^ (ΚΞίηΧ+ΟΟΒΧ)2 4* 

1*16* Εκί’οης τα ολαχλπράματα: 

Ϊ^Αγη.* 4* 

Γ 3+^Αϊ ΕΟΒ “ (ίκ 

Γ/*Κ τ= 
“ΐΐηκ 

άχ 
ίΐ+χΐβχ)* 

β) *Αο ^ϊ«1χ 

&\τ^κ2 1^4-χ*ΐ1χ V 

/ηΛτΤβχ 

■£&*“ 

">/ι...::ί;-ι·" 

§ 1.4. ΑΝΑΓΩΓΙΚΟΙ ΤΥΠΟΙ 

0 υπολογισμός του ολοκληρώματος μιας συναρτήσεις που 

είναι, υψωμένη οε μια δύναμη, οδηγεί πολλές φορές αε ένα ο¬ 

λοκλήρωμα που είναι της ίδιας μορφής με το αρχικό, αλλά με 

μικρότερα εκθέτη, Ετσι παίρνουμε τους λεγάμενους αναγωγι¬ 

κούς τύπους, από τους οποίους με διαδοχικές εφαρμογές ονρ- 

γ άμα στ ε σε γ νωο τ ά ο λο κλ η ρώμ α τα. 

Συνήθως για την εύρεση ή απόδειξη αναγωγικών τύπω" ε¬ 

φαρμόζουμε παραγοντική ολοκλήρωση, λς δούμε μερικά παραδεί¬ 

γματα: 

Παράδειγμα 1*211. 

31 

Τδτε : 

V / Μ** ='ΐΛι>ΐ8 Ί" <ίο·ηση 1-Μ) 

ε«ίί γΐΛ « > 2 έχουμε: 

, - Γ 3* , ι Γ 1 ( ■»« .±. (__*?— 

<·»«ν " ° ■) (β*«*1ν "* -> “* -I 

=-V ι Γ* —^— ύ* 
^ “-1 ^ (.»«ι)ν 

1 * 1 1 Γ Αία1***) = — τ - *■-— * —τ ι χ ■ »-  - 
“ ν-1 1 -■ } 

ι ! ι ί,-„ 
α1 ν-1 2αΧ | 1-ν 

1 1 χ ι' ¥ 1 Γ άχ 

= β* ν*1" *>’ (ι-νΐί·1,·*)^* **' ' Ι’ν-Ι (ο1**1)1 

χ τ _ϊ_ _χ_, χ 

” **■ »’ (!-*](.* »' 

- Γ χ τ „ X ,_.. _ -_ , ^ ,„ ί*. ί 
- *■ ν-1 ί^* η.ν)(β!+χ*,»-1 ** ί-Ί ν-1 

2ν-3 I * _ _λ_ _Λ__ * * Υ -1- γ „ ^ « 
ν~ 2<ν-1)α2 (0ϊ+3ϊ2, -X ?ίν-1) α* ν-1* 

Έτσι. έχουμε για ιαραΰειγμα: 

τ - _ΐ_ . χ . * * 
*" &α2 ίαΗχϊίΤ 6α ? Χι 

_ 1 κ ί [ 1 X 
6α2 (□■ί+χ1 )Ί 6α* [ 4α* ία,8* Ι«·«*ϊί 'ΤΖ* Η 

1 χ 5 Γ 1 X 3 [ 1 _ X 1 * Π 
6α2 {α2+χζ ϊ5 6ο2 [ 4&1 (α2+χ,ί 4α2 1 ?α* 1 2^ 11 ] 

1 χ , 3 Γ 1 κ . 3 I 1 κ X . ^11 
6α1 (α^+χ1Ρ 6α2 [ Μα3 (α3+χ2 ϊ2 4α2 | 2α2 (α*+χ3) 2α1 Γ 8 α Π 

1_χ 
6α3 (α3+χ! 



Μ 

Παράδειγμα Κ29. 

9α βρούμε αναγωγικά ΐΟ·ο γεα το ολοκλήρωμα: 

V/ «£<3* 

Εφαρμόζοντας ιαραγοντε χή ολοκλήρωση έχουμε: 

Ι^Ξχία2-** Ηνία1-»2 )ν ^Γ-2χΜκ 

τχ(οζ-*ζ >%2ν |χ*(ο2 -*2 )ν_1Λ» 

=χ{α2-χ2 )^+3υ ^ ί x2-αϊτα, ><αιί-χί)ν *άχ. 

^χία*-*2 ϊ^-2ν ^ ία2-*2 )ν4χ+ί«ι11 ία2-*7 )ν 1<ίχ 

Κ=7^ΐ ^ 

Έτοι είναι; 

= | ία2* κ1 )3/2<1*= -ϊ- (β1-*1 )3/!+ 4 α*Ι1/3 Κ,Τ.λ. 

Παράδειγμα! 1.30. 

9α βρούμε τέλος» αυαγΗΎΐ*ίί τύιο γιβ το ολοκλήρωμα 

I = ίχΝί^)^*. μ €ΐ -ΜΚ ν € Ή 
μ*« ) 

"Εχουμε: 

,/ία°«χ) 
ν, χ"+1 . *“+1 

ά μ+1 " μ+1 

+ρ#*Τ** 

(ίο*»)”- ™ϊ | χμ(1θίκ)'''1Ι!χ 

Αρα 

* * - X11*1 ,. Ρ τ 
1μ,ν*’μΤ3Γ (10ΡΙ> 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ_ 

1, Να βρήτ® αναγωγικά τύπο για το ολοκλήρωμα: 

I ν-|β£!Χοο5ν0ί£4λ, ν > 2 

Λ ύο η 

Έχουμε: 

^ βαϊ!έο®νΒχ^χ- 

αχ 
3^_ ν νβ Γ β 

οοβ βχ+- -- 
α 1 ° α 

* ί^β“ ( ) * 1 

- ^αΚ βΟΒνβκ+^1 Γ^ 
α ΰΰΒ **+~1 α 

V 0003 I ΤΙ Βχάχ 

00=3 ΒχόΙοΒχ 

-14 “[ 
*Τ05^βΧ-{ν-1)Ε03ν 20Χ | ίΐχ] 

1^4£) I = — ί“α>ί','1Β1«ίΠΒχ+ν(ν-1)·4 I , \ α* / ν α α* β* υ-; 

Εκομένωΐ έχουμε τον εξής αναγωγικό τύχο: 

ιΛ.”-1* 8Μ^:ϊ^1ηίκ α,'+ν’β3 αϊτ-νϊ83 ν-2 



2* Πηραγωγίζοντας την ,ΐΏράυταση Ρ·χν’ι{2αχ-κ2)ν 

ίΐ^οΟείξίτε ότι: 

ί* ΐβΕ^άχ.-ϊ^ ΙΖαχ-χΜ^’.α·^^*-! ν^Ρ,ΐχ. 

Αΐΐϋόε ιΕη 

Έχύιιΐιε: 

Ρ -Μχ”" ^ϋ»-** *3/ !) -ίν-η**-1! ί»*-*») νϊ+ί],»-1(β^ι){;βι[_ιιΙ ,ΙΛ 

=:. '·<ίοκ-*’)·· ·>Ιο(?ν>ι1)Λ-(ν>:)χ-’] 

-«< 2'· ♦! )χΙ(3οχ-χ*>1/ί-<-,»ί>*ν<3·*-χ»)1/* 

Α3,· τον όρι,ευί 1*1 ί7ν·»ίτΛγίται είτί" 

] Ιαί?ν+ Ιϊκ1 ^ ; ι&-κ )1//-(ν+?)χυίϊίΒί-κΙϊ1/:?]<ίχίΐΜν"1(5{ιί(-ίί* γ 

6πΑ. 

χ^Ι3βκ-κ*ϊ1 /?ί1χ-(ν+7) Γ χν(?οκ-χ; ^Ακίχ^ΐΤαχ-**)**9 

ίου «ίΛαΐ κϋν ο ζητούμενος αυογυγ ΐΜίζ τύ*ος γ«ι τό ολρ*Μρωμ*: 

ίημί ίΐίοη 

η «#*^'**ϋ εΰυαο αρκετά χρήοι_ΐιη γυα τριν **ίί.π_ζη πυαγωγι.- 

•ών τύι·-*ν* Αρκε ί: υα Ιαραιωγε^τ* ίΓ μυρ »^τιί ΑΑ ηΛη <ΐρ*ίρττ<Γη. Γι,(ί ι ίΰρ- 

μογ<1 Λί οίοδεύξετΐ του^ α«ιγ.;.γ<„κ0ύς, ΐΰταυτ τυν ιαρο,ίτΐΐι .ΐ ].2β *αο 

1.29 Χωρώντας Λντορτοιχα 

Ρ το και χία3-!** ΐυ 



κληοώματα της μορφής 

|ΐ(χ>άχ 

άκου Κ μια ρητή συνάρτηση. Όπως είναι γνωστή Π Κ, γράφεται 

σαν πηλίκο δυο πολυωνύμων 

6ποσ τα Ρ και ρ έχουν βαθμούς η > 0 και η αντίστοιχα*'Εστω 

β(ι*+Ρ 

α.χ +α.χ +-*“+α 
> αΒ*β, *0 

Τότε η Η είναι συνεχής σε κάθε ανοιχτό διάστημα με άκρα τις 

πραγματικές ρίζες του παρονομαστή (}(χ) , Συνεπώς σε κάθε τέ¬ 

τοια διάστημα θα έχει αόριστο ολοκλήρωμα ίΠαρατήρηση I Λ) , 

θα υποθέσουμε ότι τα Ρ και (} έχουν πραγματικούς συντελεστές. 

Αν α > η* τότε θα υπάρχουν Ρ, και ΡΖ τέτοια ώστε: 

Ρίχί-Ρ,ίχϊίΗχΙ + Ρ^χ) 

για κάθε χ €ί, όπου σ βαθμός του Ρ, είναι μικρότερος του ο. 

* Αρα: 

·(1ίΙ) *° Ο) 

Παρατηρούμε τώρα από την (ί) ότι το αόριστο ολοκλήρω¬ 

μα | Ρ,(χ)άχ υπάρχει (διαδοχικές εφαρμογές του τύπου 1 του 

πίνακα στοιχειωδών Ολοκληρωμάτων). Λόγω της γραμμικότητας 

του αόριστου ολοκληρώματος* για να υπολογίσουμε το [ Κίχ)άχ 

αρκεί να θεωρήσουμε το ολοκλήρωμα Αυτό σημαίνει 

ότι για τον υπολογισμό ολοκληρώματος ρητής συνάρτησεως η 

προσοχή μας θα στρέφεται σε εκείνες τις συναρτήσεις για τις 

οποίες είναι ■ <π 

•π 
Έστω (}(χ)« £ α χΓ, * όπου οι συντελεστές α είναι 

ρ«4 " Γ 

πραγματικοί, θα αναφέρουμε μερικά γνωστά πράγματα από την 

Άλγεβρα* και συγκεκριμένα από την θεωρία πολυωνύμων. 

Πρώτα απ' όλα* σύμφωνα με το θεμελιώδες θεώρημα της 

'Αλγεβρας (ή θεώρημα του ΠΆΐοηδοΓΐ) κάθε πολυώνυμο με βαθ¬ 

μό ν > ! και πραγματικούς συντελεστές* έχει τουλάχιστο μια 

ρίζα* πραγματική ή μιναδική. Επίσης* κάθε πολυώνυμο με βαθ¬ 

μό ν > ! και πραγματικούς συντελεστές έχει ν ακριβώς ρίζες, 

ιαπύ τις οποίες μερικές ή και όλες μπορούν να συμπίπτουν. 

Τέλος αν ένα πολυώνυμο με πραγματικούς συντελεστές έ¬ 

χει ρίζα τον μιγαδικό ζ-α+βΐ* τότε θα έχει ως ρίζα και τον 

συζυγή του ϊ-α-0ϊ και μάλιστα θα είναι της ίδιας πολαπλότη- 

τας με τον X. 

Σύμφωνα με τα παραπάνω το πολυώνυμο Ρίχ) μπορεί να γρα¬ 

φεί στην μορφή 

ςίχΐ-α, Π (*-<>,) ή {ΙΧ-*. )(*-*.>ί. X €^ 
Μ * ]*Ι 4 Λ 

όπου σι ρίζες ρ^ ίί < γ) είναι πραγματικές και οι ρίζες 

Ικαι ζ ·} [ ] < μ) δεν είναι πραγματικές. Προφανώς είναι ϊ*2ι·η. 

Αφού οι ρίζες ρ^ και ζ^ δεν είναι αναγκαίο να είναι διαφο¬ 

ρετικές μεταξύ τους, το $(χ} μπορεί νο πάρει την μορφή: 

Ρ(χ)*α9 Π ίχ-Ρ;) 1 ΓΙ ί(χ-ϊτ)ίχ-ε*}) ^ 
ι-ι * ι*ι 4 4 

Κ ρ, . Η. 
-αφ Π ίχ^Ρίϊ Π ί*2*2ρ.χ+ς.} χ €ί 

1-1 * η 3 ί 

όπου τ^ και 3^ είναι θετικοί ακέραιοι, τέτοιοι ώστε 

* Ψ 

Ετι*2 Σ3-****» μ > θ* ν > ο 
ί*Ι * |·Ι * 

{Αν μην είναι μηδέν τότε το αντίστοιχο άθροισμα παρα- 

λείπεται, δηλ. ορίζεται να είναι μηδέν). 

Επίσης είναι: 

I , 

Ρ).-Τ<νν *01 <,ί'ϊιίί*ΐ!ί> 



* 

3ίΙ 

Επομένως ιο είναι πραγματικοί και τα πραγματικοί και 

θετικοί. Ακόμα παματηρούμε ότι: 

*Τ (ΐ^”ί^)ζ <0 

€(^ού Τ' ι„.-ϊ. ίίναι καθαρός φανταστικός» 

Υστερο Οπό τα παραπάνω» αφού ιπ <η η Κ(χ) μπορεί να α¬ 

ναλυθεί σε απλά κλάσματα στην μορφή; 

κιχ)* Σ Σ -ϋ£_^ ζ Σ ^ 3* {2) 
" I ι·» (χ-ρχI ί»ι ι.ι (χ*+2ρ3χ+<| 

όπου οι συντελεστές Α^* Β. 0^ είναι πραγματικοί* 

Μ (.!] σημαίνει ότι το ί)(χ) έχει ρίζες πραγματικές τις 

θι·Ρι*·**·Ρμ με πολλαπλότητες αντίστοιχα Γι,γ,.γ και 

Μίνα&ικές ρίζες 4,+β*!» α^β,ί.αν*βνί υε πολλαπλότητες 

αντίστοιχα 5 * *5;*. ... Αναλυτικά γράφεται ως εξής: 

Κ{χ)- αΜ * - Λί* .-. .+ !: 3— 
κ-°1 (ϊ-ρ,)*·1 

Α 

χ-^ (χ-ρ*1Γι 

\1 Αμ 2 

* Ιχ-ί.Ττ ί X ~Ρ ) 

χ_5||Χ*€ιι φ.*β + 
ϊ^+2ρ1χ+ιιι 

&*ή χ+£, 
1*1 ΐ5ι 

(χ2 + 2ριχ+ς1)3ι 

ΒνιΧ+αν( 
+ ■ ί + - * - + χ2+Ξρ χ+ς 

V V ί*,+2ρν*+%)Λν 

Έτσι για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος ρητής ουναρ- 

τήσεως έχουμε να αντιμετωπίσουμε ακόμα δυο προβλήματα; 

Το πρώτο είναι ο προσδιορισμός των συντελεστών Α, 

Ε). και 0·κ στην ανάλυση σε απλά κλάσματα (21 και το δεύτε- 

39 

ο ο υπολογισμός των ολοκληρωμάτων μετά τον 

ων σταθερών, που θα είναι της μορφής: 

ιτροσθ ιορ ισρό 

ί^1Γά* ^ (χ-οΓ 

ί "— -[- ίχ (ρ’-ς <0) 
^ ίχι + 2πχ^ιο1'Κ 

ί) Μέθοδοι προσδιορισμού των συντελεστών 

Για τον προσδιορισμό των συντελεστών στην ανάλυαη αε 

^πλά κλάσματα, χρησιμοποιούμε μια από τις παρακάτω μεθόδους: 

, Μέθοδος 1η (της συγκρίσεως των συντελεστών) Αηαλαίφου- 

ΐιε τους παρονομαστές και εξισώνουμε τους συντελεστές των I- 

' ιΒιων δυνάμεων του χ. Προκύπτει τότε ένα γραμμικό σύστημα* 

Ιη Λύση του οποίου δίνει τους ζητούμενους συντελεστές. 

Μέθοδος 2η (των χαρακτηριστικών τιμών) Μετά την απα¬ 

λοιφή των παρονομαστών* στην ταυτότητα που θα προκύ ει. αν- 

τ(.καθιστούμε εο χ με ειδικές τιμές {κυρίως τις ρίζες του πα¬ 

ρονομαστή* αφού αυτές μηδενίζουν μερικούς παράγοντες). 

Παρατήρηση 1.18, 

Η ταυΐίίΐτιτα, μΐτβί την ακαΧοΐφύ τ&ιν ιαρόνομαστών ατ πυ ?π μέάοΛα «ρα- 

Μύιτιι μι την υιό&εσί'ΐ ότι το κ είναι 6 ιό φόρε των ρις^ν του ιαφβναμα- 

στ ή. Εύλογα Γον ιόν ιροκνιτιι το ερώτημα: μιορσΰΜ* να αντιιιαταητήοουμε 

γο χ με τις ρίςις του ΐςιρσνομαατή; Η αιόυτηαη σίναι "ναι* χπι αυτά 

μιορεί να αιοηειχτιί μι την Βοήθεια της συνίχειας ή και υιό αιΐΛΐ α'ύ 

το ιζάϊΐ Αν ΰπιφήβουμε το πολυώνυμο τηε Βΐαφόράτ οτηυ ταυτότητα κου θα 

κυοκύφιι, τΐτιι αντύ θα μηδενίζεται για άλες τις τιμίς του χ ίου τύνοι 

διαφορετικίς α%6 πς ρίζες του ΐαρονομαυτή. Ειομΐν^ς θα έχει ίίτιιρτς 

ρίΟς, δηλαδή τερισαίτερες υτύ τΰν Ραθμύ του. Άρα &α είναι το μτκδε - 

νιχύ τοΛυώνυμο και ειουίυ&υς θα μηδενίζεται ήοιι όταν το χ τόρΐι σαν 

πμίς τις ρίζες του καρόυσμαατή» 



ο 

Το ολοκλήρωμα (4) είναι πιο αύνβετο. Προσπαθούμε να Εμφανί¬ 

σουμε στον αριθμητή την «αοάνωγο το» παοονομαστή, Επειδή 

(χ’+Ιρχ+Εΐ) *ΜΙΧ*2ψ υπάρχουν σταθερή λ ναι. μ τέτότες ωοτε: 

Βχ+Γ-λ(2χ+2ρϊ+μ ί6) 
* 

Εξισώνοντας τους συντελεστές του χ και τους σταθερούς ύρους 

οτπν (6ϊ βρίσκουμε: 

λ» κάτ μ-Γ-Βρ 

Αλλά 

(Ζχ+2ρΙ*Γ’Βγ - ( ΖΧ+£Ό 1 * I 

Γ _-Γ- Αχ- ί ;-- ■ - 1111 
Α (χ'*2ρχ»Α)* * ίχ'τϊρχ+Α) 

Β (·_ί£+2Ρ ίχ*(Γ-Βρί Γ , - ■ 
- ' {ι’-Ζρτ-κιΓ^ ■» (Χ’ + ΙΡΧ+Α! 

.^-Ι^ίΓ-ΒρΜ, 

ι - Γ —ΐϋίϊ—£■<>*- 
* * [χ*+2ρχ+εΐϊ 

1ος;{χ1 ♦ 2ρχ+ιί) * αν Κ·Ι 

_ 1_ 

(χ*+2ρχ+£|)ΐι 1 
* αν Ιε > 2 

Επομένως μένει. για υπύλογί-σμά μάνα το ^· 

Βπε ι6ή χ’ + 2ρχ*ς-Ιχ*ΡΪ ϊ+ΐ*-Ρ3. θέτοντας χ+ρ*ω ·εατ μ-ρ?ι 

α1 >0 έχουμε: 

Γ άχ Γ άχ „ ! 
^ ι “ ) χ* + 2ρχ+τΓ ) (χ*ρ)?*ς-Ρ2 ) 

ίΐίίί 
φΐ +π3 

1 * Φ ΙιΙ ΐ 
" ο Αγ1& α ,/Ι 

-—— Ατι® , * χ € 1Κ 
Ε1-Ρ? Υ^·Ρ 

και 



(ΓΤαράϋε ιγμα 1.28) 

χ,ι -Χ·+Ε -_,+ 
α (κ 3*2ρχ+ΐΐ),ίί"1 

Έται υπολογίστηκε σ"όλες τις περιπτώσεις και το ολο- 

λήρωμα {4). 

αρατήρηοη 1,20, 

Ε-ζ'ίακρόεται κωΐ 6εν ιρέιει υα ·ι η ο μ ν ημ ο ν£ υτο ύν οι καρακάνω αναγω- 

ί»ΰί τύκοι, αλλά « Εφαρμόζεται σε καβ* μια ατΰ τις, καροοσιαίάμινις **- 

ΐΐτβσϊΐς, <ι μέθοδος με την ο ιοία κροκύιτει ο αναγωγικές τόκος. 

οοατήρηοπ 1.21. 

ΥιοΧογϊατη*ι καραιάνω το ^ι“^~<Γ·μ Ρ2-η <0* Με τον ί- 

ιό τρέλα μταρεί να νιολογιοτεύ και το ολοκλήρωμα 

Λλ 
ακί+Ρκτγ 

< Λ >0, Πραγματικά αφού 

αΧ^+Υ*» {{χ+-^)~ 
ί β5-4α· 

έτοντας χ» -^- * _-ψΐΐ1 γ βρίσκουμε ΖΟ 20- 

Γ “ΤΪ—= -ρ4=Χο«Ι^β' ^3^τί 
^ οχ * κ+γ γρ7Ιϊ^ |3αχΐ·β+ΐϊ^άγΙ 

Το ΐαροιάνω ολοκλήρωμα μ κοριό να υπολογιστεί και με ανάλυα π σι α- 

λά κλάσματα, γιατί α»οό Λ >0 το αχ*+βχ+γ Ια έχει ρίξες κραγματι- 

ίιψ 4ύ*ν 0ι*Ρί1 οιάτε: 

έκ 
α*1+βχ+γ 

- _]_ Γ άχ _ 1 Γ 4κ + λ Γ. 
“ α ^ ίχ-^ )ί·-ί>2 ϊ " α(ρ1“Ρ1> / "-Ρ| ΛΪΡϊξ^Ρ^ιϊ ϋί 

1 ίχ-ρΐ . - 
«ίΡγ^Ρ,ϊ * Ι*“ϊιΙ 

Ίαράΰεινμα 1.31. 

Γ 2χ+3 
Έοτϋ το ολοκλήρωμα ^ χ)+χϊ.^' ^ 

ρ*εί&4 χι+χζ-2χ=χ(κ1+χ~2ϊ^χ(χ-Πί(χ+2) *α έχουμε: 

ίχ+3 _ Α 
τττ *+? χ(? ί~1ϊϊκ ρκι" * 

?χτ3 ■ λ(κ- 1)(χ+21+Βχ(Χ+2)+Γκ(κ-11 

Για χ= 0 έχουμί 3=-2Α · Α“” γ- 

Γιο χπΐ έχουμε 5*3Β - Β“ -™- 

Για λϊ-2 έχουμε I £
 

1 

ί# 
Φ
 

II 

Ειίπης οι συντελεστές μπορούν να υπολογιστούν και με την μ ί 8ο 6ο 

ΙΚ Παρατήρησης 1.1θ Δηλ. 

Γ 2χ*3 ,.._ 3 Γ 4χ . 5 ί 4χ λ Γ 4κ 
] κ^χ’-Ζκ 2 } * X + 3 ] χ-1 “ 6 ] χ+2 

=--Ιο® | κ | + 1ο«| χ-11 —— 1ο81 χ+21 -κ: 

οε Διάστημα Δ ένα οκά τα παρακάτω: 

(-«*£). ΐ-2,0)* (0,1), {1,+ ®ϊ 
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Παράδειγμα 1.31, 

Ας υιρ λογίσο υμ£ ΤΟ ολοκλήρωμα 
_^1χ_ 
(χ^Ι >(κ3+1>(κ4+ί*)1 

ΈχΟιίμΐί 

_ 1 
(χ-1Μχ3+ΐΚχ2+4>* 

ϊ Λ ΒχϊΤ ίΧ+Ε Ζχΐ-Η 
χ-1 χ*+ΐ χ2ϋ^ ΤχΤ+473" 

4 

I ·Α(κ' +1 )(χ3+Η )!+ίΒχ+ΓΚχ-1){κ£+ΐι >2+(ΔΧ*Ε)(χ-1)(χ3+ί)ΐχί+ϊί) 

+(Ζχ+Η)(χ-ΙΜχ1^1Ϊ 

Γιλ χ=1 έχουμε: 1=50Α *■ Α= 

Για χ=1 έχοιχιεί 1=(Β1+Γ Η1-1 Εξισώνοντας τη τραγματικά «αι 

οαυταατικώ μέρη ταιρνουμε χβ σύστημά: 

-Β+Γ=0 

Εύκολα βρίσκουμε Β·Γ*~ Λ « 

Για χ£ϊι έχουμε; 1βΐ221+ΗΗ 21-ΙΚ-3) οκί την οίοια εύκολα -βρί¬ 

σκουμε; 2~ϊ& , 

Εξισώνοντας μ £ το μηδέν τους συντελεστές του χ* έχουμε Α+Β+Α-0 ιΐ 

Α_ 1 1 6 
4"' 50 18 " 225 * 

Εξισώνοντας τέλος τους, σταθερούς ίρους έχουμε: 

16Λ-16Γ-4Ε-Η=1 4 £= 
225 

.•“Οηβ* *.23. 
*Αοη 

Αλλώ 

1 Γ ύχ 1 Γ κ+1 . . Β Γ χ+1 1 ί χ»ί , β ν 
Ι_ 50 χ-1 * 1β } ~ΡΤί άχ 325 ) 15 ] <χ3+*>* ** (βί 

? I ^ < 

ί^·1"·ι-Ι|| *&·}- 
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/ ί*= ί Ί%ϊ *** I -?ϊΐ = τ 1ο«(κ%1ΗΑγϊ** 

/—<!*= Ιΐ^ίΓ4** } Ί&Γ1 Τ1β·(*,+4>ίΤ*ρ,»Ί· 

I {*"«)> ίχ~- ί ;**«>> ίχ ♦/ (»^4ϊ> 

°Ί?»Τΐ)+τ/ (,Πήμ 11,1 

_ ί . ι Γ , ι Γ >_ι 
“ΊΪε*^* Μ } ~χ*ΤΜ" + 0 ^ ” χ^+ίΓ 

1 . 1 χ . ι χ ι χ 
"\(Κϊ+4)+ 0 ^ 8 Γ Ά χ*+«Γ 16 ***'8Τ* 

Αντικαθιστώντας στην (θί έχουμε τελικά: 

I- -^· 1ββΙ*-ΐ|- ·4- ΐαβ{χ*η>- -Γ¥-Ατΐ:(ρί+^~ ^8”^- 
36 10 225 225 

"ΤΐΓ σΐΓ'Ιϊό^Τ1 'Π5'1?^Γ·1ΐοΑΓ,:β-|-«. *6Δ 

έ*ου Δ το (-***!) ή (!,+ «)„ 

Παράδειγμα 1.33. 

Γ« ίο οΐο.Μο^ο | -(ΪΓ+Μ*ιί)> 
χ+1 

ίίχ εκει&ή χ2+4χ+5=<χ+2)ί-»1 θί- 

/ 

τοντας χ+?=ω έχουμε: 

1 (^Ϊ^ϊρ· Λ*' ί <Λΐ)}' 4“= I ■(»!?Γ7 Λ“- ί (α\ΐ)? 

λΐΤ'/'ϊ^Η^4· 

;*«Τ~ΗηΓ+ Ζ»4 Ιί^ΙΓ 

ίίω3 

2(ω] 

5* «,λϊΤ '**’**"' ι<Αι> ♦τΑΓί*“ 



1& 

="ϊϊρίϊ^5Τ'ΤΑΓίβ(’,+ϊ)+Ε· **“ 

Παρατήρηση 1.22, 

ϊτάρχουυ χαυ μερικές ειόιχές κεριιτώσευς 6του οι, ουυτΐίλτστέ; στην 

ανάλυση υε οελοί κλάσματα υΐσλογίςονται εύκολα. Αν της ρητής συναρτή- 

οεως Ο αριθμητής ο ιναι κεριττή συνάρτηση του κ και ο «αρΰνομαστής 

άρτια ή αντίστροφα, τότε η αντ ιχα ιάαταοπ χί=ϊ» μετατρέπει ιούς Δεσ- 

τερα£άθμΐ/ους παράγοντες του χ σε ιρω το ίσθμιους ως ιρος γ· 

ΠσράβΕίνμσ 1.34. 

Το ολοκλήρωμα I •/επ-ί'ΐίί^τιι ** "'’*■*'■ στην 1ρ ο ηγούμενη »τη- 

γορία, α,φσυ ο αριθμητής είναι περιττή συνάρτηση του χ χαι ο ιαρσνο- 

μαστής άρτια. θέτοντας χ3=¥ έχουμε: 

11 \ <*Μ)<ίΧι)! ίχ=4·ΐ73ΐ=πν;π! Μ,,τί (^-ΐκνηρ ά* 

*'5'ί['5=Γ·'5ϊΓ’·ΪΡΠ*·] ύϊ 

5 4-1^8 Ι·¥ττ"1 +4- 

I χ*-Ι 
| κ2 + 1 

1 
χ7 + 1 +Ε. 

Παραΐήρπση 1,23, 

Γ Ρ(κ) 
Αν το ζΚχ) έχει κολλ&ιλός ρίζες τότε το ολοκλήρωμα I ^χ) Μ¬ 

ια λογίζεται ιιο γρήγορα με την λεγάμενη "μ ί ί ο 1 ο των Η ο γ* 

ΐη1(<'0ιτΓθ|Μ49)(1π η οιρία έχει, ως εζής: 

Ισχύει η ταυτότητα: 

4 ΐχ) 
0·4(χ) 

»ι<χ> 
Ο,ΐχί άχ 

* 

■* 

μ 

* 

ί*} 

47 

όεου Εγ ίχ)=Μ,Κ,Αίθίχ)*(5'ΐχ)} , <ί]ί<χ>= ^ και *(χ), #|(χ) πολυώνυ¬ 

μα του X Βαθμών αντίστοιχα &αθί(χ) <; θαΐς^χί-Ι, &]θΦ|(κ)ς 0αθ$2(χ) 

*1. Ου συντελεστές των πολυωνύμων ·ίκ) και ^(χϊ υπολογίζονται με ω- 

ραγώγιση της ταυτότητας {*)* 

Παράδειγμα 1,35, 

Έστω το ολοκλήρωμα 

Έχουμε: 

___άχ 

(χ’-ι)2 

ς1(χ)ε||*^Δ.{(χ,-1>ί, «*3(κ,-1)Ι*Χ1-1, ♦ (χϊ=Αχί+Βχ+Γ 

02 (χ)τχ^Ι, ♦ ((χ }=Δχ2+Εχ+Ζ. 

Επομένως 

/ άχ .. Αχ3+Βχ*Γ , Γ Δχ7+Εχτ-Ζ . 
Ϊ*»-ΏΤ-ϊΓ^Ί +) ~ Τ>-ι α* 

Ιίαραγωγίςοντας *αι τα άυο μέλη της ταυτότητας αυτής έχουμε: 

_1_ _ (2Α**ΒΗχ3-1Μκ*<αΑβκ+Γ) Δχ*+Εχ+Ζ 
(«■-Ο* (Χ’-1)2 * 

4 

1=(2Αχ+&)ΐκι-1>-3χίΐΑχΙ+&Χ+Γ)+(Αχί+εχΤΖΚχ1-1) 

Εξισώνοντας τους συντελεστές των ίσων Δυνάμεων τον χ προκύπτει το ού- 

στυμα: 

Α=0Ρ Ε-Λ=0* 2-23=0, -Δ-3Γ=0* -2Α-Ε=0, -Β-Ζ=1, 

Ατό το σύστημα αυτό έχουμε; 

Άρα: 

Α=Γ=Δ=Ε=0, 

Γ _ Ίχ _ κ 2 Γ 0Χ 
] ίχ*-1 )'*" 3(χί-1) ' 3 ] χ*-1 

Αρκεί λοιπόν να υιολογ ίσο υμε το ολοκλήρωμα ^ 

(9) 



4Β 

Εΰυαι* 

4 

1 ϊ Λ 
χ-1 

+ 
Η* + Κ 

ϊΓ2+χ+1 

1=Α(χ2 *χ+1)+<Κχ+Ν )(χ-1 ϊ 

Γν® χ=Χ έχουμε ί 1=3Λ -* Λ~4- 
V 

Γι-® *=1 ίχουιιε: 1·-^1+£*1+ϊΐΗ1-1 > Η~--^-, Κ--^- 

%πι 

εΙχ _ 1 |· 4κ I ί κ +2 
»ΤΤ“ 3 ^ χ-1 “ 3 ^ χί+χ+1 4χ 

: 4- Ιοβ | Κ-11 - “■ Ιοςΐχ^+χ+Ι ) - —^ζτ Αγϊη 
5 6 Υϊ 

2χ+1 

Υ* 

Ε·* υ^νυς η (9) Δύνει: 

Γ <** * . X ,. χ3+χ+1 , 2 
Ι_) <*ΜΡ " Μ*!-ΐ) *Τ1θβ <„-!>* 7ν^ 

ίχου Δ ένα α*ίί τα 6ι·αατ4ματ® ί - <■, I) 4 {!,+ ·*)* 

?χ»1 

Ϋ* 

χ ε λ 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ_ 

Ί, Να υπολογίσετε το ί άχ ΤΤ^ 

Λύση 

ΕτεεΔΑ ΙΟί'δΐκ'♦2χ1+1)"2)ί*=[ΐ(1ί1 )/2χ>2 = (χ1+Ι^+Ιίίχ1-)/?χ+1 ϊ 

βα 4χουμε: 

4 

1 
7^71 

£ Ακ>Β 

χ5+ Υΐχ+1 

| Γχ*Δ 

κ1- ν^κ+Ι 

1=ί Αχ+ΒΚκ1 - ν?κ+1 ϊ+(Γχ+Δ >(χ3 + Υ*Χ+1) 

Εξι,οώωονΐίΐί τους αυντελεατές τ«ν £δι»υ Δυ«ίμ£<ί*υ του χ ΐαίρυαιαι το ιλ- 
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ρακάτω γραμμυχίί σύστημα: 

Α+Γ=0 

- ν2Α+Β+ νΪΓ+Δ=ΰ 

Α- ν?Β+Γ+ ν^Δ-Ο 

Β+Δ=1 

Η Ιΰση του Δίνει,: ίΑ*Β,Γ*ώ)*Γ—-* ? ) 
\ϊ νϊ * ν? / 

ειομίυωί το οΧοχλίοι^μα γίνεται-! 

Γ . _!_ Γ_ϋ-!ίϊ_ _1_ ί—ϊ 
] Ι+χ' ϊ Υ? ^ χ3+ ν5»+1 2 X*- ΐ/ίχΐ^ΐ 

ϋν 4χ 

Αλλα 

Γ^<υ2_ ^4· μ5*#Λ*»4 ^-\-γι 
3 »*+ ντχ*1 7 ' X1* Υ2Χ+1 ^ χ' + νΐχ+ΐ * * + ΐί Υ?χ+1 

Υ 1θ£ (χ3 + νίκ+1 Ϊ+ “2^ ^ 
Ίκ 

*+ -^)+ ~ 

ί 1οβ<χ!+ ν^+ΐΗΑτΐΐ( ν&ί+Π 

'ιΙροίΛ ίρεόχουμε: 

Γ-Ψ* ίΐχ ““ϊγ ΙββίΧ1” ν2χ+1)-ΑΓΐ£ί ν^χ-1) 

) X1- Υϊχ+1 * 

Κυνεχώς 

ί^“- 
^ I+Χ1· 

1 , χζ+κ ΥΪ+1 . 1 
=-1σ|---+- 

4 Ϋ2 Χ*-Χ Υ2+1 2 νϊ 

ί , χ3+χ νϊ+ι , 1 ξ--Ια®*-—— +  - 
4 Υϊ χ2-χ ¥2+1 2 Ϋ? 

Ατΐ8£χ ν2+1)+ 

κ ντ 
**β—ίΓ+«· 

—— ΑτΐΒξχ 
2^2 

2* Να αποδείξετι: ύΐί ίο ολοκλήρωμα 
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/αι1*2&κ*ν 
(Αχϊ + 2Βχ+Π* ^ 

«(ναι ρπτΑ συνάρτηση αν ιοχόει μια ΰπό τις σχ^αεί-ς: 

1) ΑΓ-Β?-0 ή ϋί αΓ+γΑ·20Β 

Απόδειξη 

1) 'Έβτω ότι* Αί-Β1·!!* Τότε ο εαρονομαοτΑς Οα είναι. τπΐ μορφής 

Α'ίΚ-ρ)*, βίτονταί χ~ρ=£ ίχσυμ*: 

·***$*ι 

1 αρτΒ αύ*+2§ρ*Ύ 
'ττ Τ'τη* ' 

*ου εΟναν ρητό συνάρτηση. 

ϋϊΈστω τώρα ΐτν ΛΓ+γΑ^ϊβΒ. Υκίρχουν -ταίερίί λ* μ και, μ 'ΐ^-ίΐ. 

ώοτεί 

αχ^+ΐβχ+γϊΜ Αχ3+£Βχ+Γ)*(νχ*υ )ί 2Λ®+2Β ? ί 13 

γεατί ον ΑΓ-β’ *0 τότε τα Αχ%2Βχ+Γ χαε ί «ικίγιΰγάε τον 2Αχ+?5 ε&- 

να,μ χρώτα μεταξύ τουϊ- Εΐεοώνονταζ τονι ρνντεΑεατέί των £&%»ν όυνκίμεμίν 

τον χ άτην <1) έχουμε το ούατημα: 

Αλτ2Αϋ -α 

ΒλτΒμ+Αν=Β 

Γλ +2Βν=τ 

Λύνονται το σύστημα* ΑαμΒύνονταϊ υχόψπ ότε αΓ+γΑ=2£8, £ΐ>ί<:*ΰ \/μ» - 

Α= 

Τότε: 
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Γ <*Χ*»20χ+γ Ο Γ όχ . 1 {(ηκ+ΒΗ2Αχ+2Β) . 
} (Λχϊ+ΪΒχτΓ)1 Α 3 Αχζτ?Βχ+Γ Λ ] ~(Αχ5τ2Βχ+Γ)3 ά* 

~ ΊΓ/α^+2Β**Γ Τ /(£1*+θΜ Αλ1+2ΗχΤΓ 

- » ί _α,χ+Β η Γ 4χ 
Α ^ Αχ*+2ΒχτΓ ' ΑίΑχ2+?Βχ*Γ) * Α ^ Αχ^ίΒχ+Γ 

~ Α{Αχ*τ2Βχ+Γ) 

&ΠΑ. ρητό οννόρτηοη. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Κ19* Να υιολογεσετε το τα ρακατίΐΐ ολοκληρώματα: 

άχ 
*+3χ-Ιϋ “)Τ/τ 

**ίτΑ: μ» 

εϊ + Γ άχ 
\ *κ <α 

^ Ι'χί^ί 311 

1.20* Ε*μοη£ τα: 

νι. Γ ί*ΐΙΪ2 
χ**2χ+2 

, .Γ χ’+ι 
τ,7 *(χ-ιμ ·** 

εΗΊ <*>«»){**+»*) 
{>·^ 

βϊ’τΓ ύ* ) χ2+2χ+3 

β,Τ/'^ΙΓ· ·α <χ 

στ 
χ2+12κ+30 *ί· 

* Γ 3χ-1 
} ΗΧ1-!Ιχ 

■ιΐχ 

4Χ 

9)**Ι <*-■** (*-ϊΤ *' 

ί>1'/·κ,-3χ'+4 <* 

0Τ> 1 *<**-!) ίχ Χ' 
Γ χ*+ι . V 

η) Λ >-χ4ι ** 



ΒΖ 

1.2! » 'Ομσυα τα: 

ϊ Γ_2*_ 
+ Λ ] (χ^χ+δϊ3 

ϊ »> ί ~χ(«^4> ** 

κ) ] (ΐ+*)ίΐ+*»Ρ 4κ 

»>*] 
χ+2 

I (χ3*2χ*2) 

* ] 
Γ άχ 
I χΜ*1*!)1 

στ) ^ 
Γ 3χ*+4 
\ χ3(1τχ2)· 

§ 1.6, ΟΛΟΚΛΗΡΟΙΗ ΑΡΡΗΤΟΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

Μερικοί ιυποι ολοκληρωμάτων αλγεβρικών άρρητων παρα¬ 

στάσεων ανάγονται.» με κατάλληλη αντικατάσταση» σε ολοκληρώ¬ 

ματα ρηχών συναρτήσεων. θα παρουσιάσουμε σ'αυτή την παρά¬ 

γραφο διάφορες περιπτώσεις τέτοιων ολοκληρωμάτων. 

ΜΟΡΦΗ Α\ | 

άτιου Β οητή συνάρτηση των μεταβλητών της» ν 6ΙΝ-ΠΚ αδ *Υθ 

και > 0 αν ν άρτιος. 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ 

. αχ+ 
θέτουμε 

και το ολοκλήρωμα γίνεται: 

. ν-1 

γεν-α (α-γτν}* 

ί Β-6^ .Λ - 
τ'*-1 

—ί-- άι 

άτ 

Παράδειγμα 1.36. 

Έστω το ολοκλήρωμα 1= 

χ+1 

*-1 
4χ 

Τιίΐϊ *= «ΛΙ (ϊΐίΐρ·ΑΙ Κ«1 ΤΟ ΟλΰΚΐΐβω- βέτουμι 

£3 

μα γίνεται: 

15 / ΤΪ^ΤΤ-^/Μ Τ1^· = -2 /-^Γ 

2Χ ■ 2 1 Γ ό* + * Γ ΐ+2 
ϊ*“1 ^ ) 1 ΐ-1 + 3 ] 1 Ι^ί+Ι 

Λυτίκα&ιστώνταΐ το ΐ = ^/-^-|— έχουμε το αεοτέλτϋμα ουναρτήοχμ τον χ. 

«ΟΡ.Η Γ. /»(*- ■ ν^ϋ7-)** 

άπου Β ρητή συνάρτηση των μεταβλητών της. αδ *νβ*η»η>... € ΙΝ 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ 

Θέτουμε ' άπσυ ρ το ελάχιστο κοινό πολλαπλά¬ 

σιο των η ,η.*. . 

Παράδειγμα 1.37. 

Για μα υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα 1= I --—-4χ* θέτουμε 
^ ν^ϊ·^ 

κ+Ι^τ*, ατήτε: 

1=1 ** ~ί_^ άτ-6 ^ί^ττ’+τ'^τ’^τ'+τ’Μτ 

= ™ (χ+1) γχ+1+ Α- ΐχ+Π Α (Χ+1) ΐςτ|+χ+1+ Α ^(χ+ΐ)*+ Α γΐ *+ΐ )*+<;. 

ΚΟΡΦΗ Γ\ |β(χ» ναχϊ + βϊ*ΥΪάκ 

ύπου Π οητή συνάρτηση των μεταβλητών της* α,β.γ* £ ΙΚ και 

α * 0. 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ 

Τα ολοκληρώματα της μορφής αυτής υπολογίζονται χρησι- 
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ιΐοποιώντας τις επόμενες αντικαταστάσεις, γνωστές ως "αντι¬ 

καταστάσεις του ΕυΊβτ“: 

1. Αν α >0 τότε θέτουμε \α)ί1+@χ*ν·ΐ* Ϋα* ή ΐ/ακ^+Ρχ*γ 

Υ&χ. 

2. Αν α <0 και 0ϊ-4αγ >0 τότε θέτουμε Ι α*2 +θχ+ν·ΐ Ιχ-Ρι! 

όπου ρΤ ρίζα της αχ'+θχ+γ^θ. 

5. Αν ο <0 και γ >0 τότε θέτουμε Ιαχ2+βχ*γ-ίχ+ /ν" ή 

\αχ: ■•■[ϊχ+ν-'ϊ.χ-ΐ/γ\ 

Ι'αυιήν την περίπτωση επίσης θέτοντας χ*-^ αναγόμαστε 

στην περίπτωση 1, 

Ας δούμε αναλυτικό, πως γίνεται το ο λα κόρωμα στην περί¬ 

πτωση 4, θεωρώντας την αντικατάσταση 2+0χ+υ·1- ναχ. Υ¬ 

ψώνοντας στα τετράγωνο βρίσκουμε: X" 

άκ«: ναέ*+Ρ**ν Υ° ^ Κϋ1 Ι'αχ2 + βχ+γ 
12 νάτ*ίΠ: 

τα ολοκλήρωμα γίνεται: 

ΐ * -γ 
-“*-* 
2 ν^ΐι+Ρ 
γατ * +ρτ »ν ία 

2 ΐ'άί+0 
Τότε 

ναχ^+βχ+γϊύχ" 

2 
ί*-ν 

2 να1:+θ 

ίαΐ*+Ρτ+γ να \ ναΐ2*(*τ>Υ Υ* αι 

2 γΰιϊ+ν / [ϊ Ϋάτ+ΰ)* 

5ηλ. ρητή συνάρτηση του I= 

Παράδειγμα 1-38. 

'&>« το ολο-ΑΛ».» ί=Γ-ί*. 0 = 1*0, «Λι*υν» *< 
1 %+γχι-χ+1 

την «ρίιτυβη 1, θίτομυε Υχ*^χ+ΐ*ϊ-χ* Τ<ίτε: 

*= -5ΪΤΤ · **■* ίίϊ”"ΤΤ ">· ν*!-"ΐ+*=' · 

ΪΙίΥΓϊώς 

5$ 

I- Γ-ίί1-^»- ,,- Γ ( 2 _ϊ 3 
} «21-1)1 \Τ~ΊΪ=Γ + ί«-ΐί< )Λΐ 

*ίΐββ|ί[—Ι·1οβ|»-1|--| ·_1_ 

=21οβ1χτ ν*!-*+1|--|· 1π>81 2*-Ιι^Γ^Χ»! | - +ο 

Παράδειγμα Κ39, 

£το οΑΰΝ>ΐΐρωμα 1= | -ίναι 3 <0 μ34 γ >0. £(άμίνι^ϊ 
Γμ~3χ-κ 

υίοραυμί να [«αρμάασυμΐ την «εοίκτμαη ? ή 3, 

Κύμινα ΐΐ την ΐΕρίιτωΡπ 2* είειβό 4-3κ-μ,:«(ν·1Κχ^)β{ι-χ>(κ«ι«)> 

9ίιο'"« ν4-1*-χ'.ϊ(*«) ίχ,ο,ο, Χ=·~^. <1X1 ('ΙΐΓρ· «ϊ *«<- 

νχ-ϊχ-χ’ο-^Ιρ- 

Άρο: 

*ί 
- ίΜ 

αν 
<3τ=-21 ύΐ 

Τ77Γ *-2Αγ^ 

Γυμ»^«» 1ι£ Τπν ϊερ£ιϊ*κϊγ) 3, ^ταντας χ*“ τα I μετβαχιψατίςί 

^ιι*-3ϊ-1 

(Ίι, <ϊτο ΓτΑ *: χΛ γ’φ υυ ,3 ίου ίχιι ΤΟ α > Γ) *αι. ι *£· ίο γ £ ζ ι: τ $ ι 

οΘμς.:.( νΐί Μ€ ΐτίν ιερ^ΐτωοπ 1, «έχοντας ν*ΐ*-ίΐ-ΐ=Μ-2τ. τΐτι I- * ** 
ΙΙμ· 

Λ*-3* 

+1 

'1ΐ8ϊ Ι*,,-!)»* Λα “1 νχί'-3ΐ-1=>ί'^~2 . 
χ* α>- 3 

Ευυςί^ς. 

Ι=_2| ='2Ατ^--2Αρϊ4(2Τ4 

2* ΐΛΓ-3ϊ£θί3 
'?ΑΓΐ&-_-+ 5, # 

ΓΤ»α α κοάζετε ίϊι και με τις &υο μεθόδους τα αιοτεΑέαματα εινομ τα ί- 
Λ . ο I 
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Παρατήρησα 1.24* 

Γεμιίη, με τεί οντεχαταοτάρείΐ του Ευΐβτ, οδηγούμαστε αχ ολοκλη¬ 

ρώματα ρητών αυναρτάοεων, τα οχοία τες κερεσσάτερες φορίς οιαιτούν χο¬ 

λ ο χρόνο για υιολογ ίαμά. Γι' αυτί, οι, αντεχαταστάΰΕΐ,ς του ΕυΙβΓ, χα¬ 

λά είναι να εφαρμόζονται μόνο ήταν είναι, όύαχρλο νο βρούμε άλλη ϋέ* 

θσδο γιΑ τον υπολογισμό του δοσμένου ολοκληρώματος, 

Αξίζει να ταρα τηρήσουμε ότι, τα ολοκληρώματα τηί μορφής / Κ(κ, 

γίυί3+βχ+γ )άκ με κατάλληλη αντικατάοταση» ανάγονται στα ολοκληρώματα: 
I 

ΐ) £ Ρ.(χ, νχ^Κ1 )άχ* 11 ϊ Γ ΗΙχ, ν^+Η^Μχ, 111) ϋ(κ» 1^3?ϊίχ 

τα οιοίβ υπολογίζονται με την βοήθεια των αντιχαταοτάοεων της ί1,2.Για 

(ομ<Ι&εΐγμα το ολοκλήρωμα του κβρα δ τάγματος 1.39 υπολογίζεται χιό αίλά 

και ως εξής: 
^ ■ λ <5 *1 ε 

Ετειδή 4-3Χ-Χ ■'-τ-Ι-τ * θέτοντας χ+-^-= —οίιΐθ έχουμε: 

!« ί , * = Γ 
* ν<*-3χ-χ2 ^ 

0>Γ 

ν^-Ι-Η 

3 

« 
ΡΟίϊθ 

ΟΟΛ& 
άθ=ΑΓ3ίη +μ? 

ΜΟΡΦΗ Δ .. Γ ρν(χί 

^ )δχ*+Ρκ+ν 
ά* 

όπου Ρ^(χ) πολυώνυμο του χ* βαθμού ν. 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ 

Γράψουμε την ισότητα 

Μ*ϊ 
ί - Υ„ Γ-Γ άχ-ο (χ) ναχΐ*0χ+γ+^ ί—:- 

* ν«'*ρ**ν ^ * ν«’* Οχ+Υ 

όπου (} ^χ) πολυώνυμο του χ βαθμού νΊ και Κ οταθΕρή.Παρα’ 

Υωνίξοντας και τα 6υο μέλη της ισότητας αυτής κατ πολλαπλά 

αιάζαντας με ΐ/αχ*τβχ*ν παίρνουμε: 

Ρ ίιΐ^' , ίχΠαχΙ + |!χ+νϊ +4^ ίχΠ 2αχ+&ϊ + *. 
V ^ν*1 * V“1 

4 
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Η τελευταία ισότητα δίνει ένα σύστημα ν+1 γραμμικών εξισώ¬ 

σεων νεα τον προσδιορισμό των συντελεστών του πολίΜ νόμου 

(3 (χΐ και της σταθερής ί* 
V * ί 

Παράδειγμα 1,40- 

Έατω το ολοκλήρωμα: I = ί ^ 'Χ’— ό*, Εδώ Ρ (*)=*■-Χ-1. 
* |ί(*+2*ί2 

Άρα {}νΐίχ)=Αχ3τΒ>ΐτΓ. Ειομένωίί 

Γ ίίί~χ~1-ίΐ·χ=έΑχί·ΐ·&ίΥη γχ*+2χ+2+* ί —=Λ 
} νυ,ϋχ,ί * Υ& 

Παραγωγέζοντας έχουμε: 

άχ 

ι+2*+2 

χ1-*-!  

ν^+ΐχ+7 
=(2Λκ*Β> γχ2+2χ+2+(Αχ2+ΒκτΓ > 

Χ*1 

ν'χ1+2χ+2 ^χ2+2χ+? 

χ1-κ-ίκ(?Αχ+Β)ίχ2ΤΪΜ+2Η(Αχί+1*+ΓΗ*+1 )τλ 

Εξισώνοντας τους συντελεατίς των ίδιων δυνάμεων του κ( ταιρνουμε. 

το σύστηνα: 

3Λ-1, 5Ατ2Β=0, 3Βτ4Α+Γϊ-1, 2Β+Γ+ίί=-1, 

1 5 11 
Λύνοντάς το έχουμε: Α=—. &=--£-* — » *·~~$* * 

Εκομένως: 

1=4 <2χ2-5»+1> _ίί- 
6 ^ν,ς&ΐ! 

=4 (^-ίκ,ΐϊ γϋϊϊ^.4* Γ—?===■ 
6 2 ■> γ(χ+ιη+ι 

4 {ίχ,_ΐχ+1) Υχ’+ΪΧ+2+4' 10βίχ+1+ V*1»2*»*)»0· 



ΜΕΘΟΔΟ! ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ 

Το πρώτο ολοκλήρωμα με την αντικατάσταση Κ'-ΡΒανά¬ 

βεται πι(|ν μορφή Δ'* Το άκόΐί.ρο, αφού εϊ-48ζ >0* θα είναι 

^χΣ+ εχ+ζ-6[χ-ρ1) ίχ-ρζ) και έτσι, προκύπτει άθροισμα ολοκλη¬ 

ρωμάτων της μορφής αΐ. 

Παράδειγμα 1. 4Κ 

Αι ^·Ίθλίγύσΰυμε ΤΟ ολοκΛ,ιΐρωμα: I 

«0Κ»Ι«ΗίνΤ3Ε <ΤΙ·Ι „<ί+ΐϊ'* » “Ϊ+Γ ’ 

^ 
1 <Χ2+Χ > V 

« Λτ>τ<ί γράφεται. 

Σ=ί( X - «ΐ) Ζ0Λ "ί 
άχ 

ίχ+Π V*’+ι 

(*3 μιαλογί^ουμε χυόιοτ^ το όυσ ο λο-κλη ρωμαία! τα απαϊα είναι τπς μορφής 

α*), Ετο ιριίτο θέτουμε «αι έχΰυμίϊ 

^5-3-1οβ(1:+ \/Ϊ+Ϊ*>--*1οβ; 

Γ’'ίΤν^ΤΓ’" ί 
- άντερο θέτοντας χ+1= έχουμε ί 

ί (χτΠ Υχλ+7^ ί ν^-^ϊ ί 

Αγ &ί π Γι 

= --^χ. Αι* δίη 3ί ( 2ω-Ι) = Αγ βΐπ Κ |-^- 

Τ'Αι ΧΠ ε I ναυ { 
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ΜΟΡΦΗ ΙΤ\ (ΔιφνυμικΦ ολοκληρώματα) | χ“ία+3χ°)Ράχ 

ίσιου α1β€ΐΗ-(0} και ιη,η,ρ €$. 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ 

Τα ολοκληρώματα αυτά υπολογίζονται μόνο αν ένας του¬ 

λάχιστο απά τους αριθμούς ρ, *Ρ είναι ακέραιος 

ι (Συνθήκες του ΤοΗα&γςΙιβνλ 

α] Αν ρίί, θέτουμε ΐΓ*χ* όπου γ το ελάχιστο κοινά πολ¬ 

λαπλάσιο των παρονομαστών των α και η. 

0) Αν € ί, θέτουμε α+·ρχΒ·τβ. όπου & ο παρονομαστές 
η 

του κλάσματος ρ- 

γ) Αν -Ξϋ +ρ €Ζ, θέτουμε αχ~η+β»ΐ“, άκου » ο παρονο- 
α 

μαατής του κλάσματος ρ. 

Παράδειγμα 1.42. 

ΤίΛΐω το αλοχλήρ^ϋΛ 1= ί ** 
^ ίϊ*ΐι+ 

* Αυτά γράφεται; 

?/3ί1+χ1/3)~3<1χ,'Εχσυμε 2/3* ®& —■, ρ=-3* ΕιειΛά Ρ €Ζ» οδμφωνα 

1 με το «) θίτονταί τ’=χ έχουμε: 

,' 1= I | τΐΐττιϊϊτττ*· =-τ ■ “^,7 κ- 

Παράδειγμα 1.43* 

Για το ολοκλήρωμα 1= Γ-ι^=ι_- - ί χ *(1+χΜ ^άκ είναι ΐΐ=-1, 
3 χ -* ίπ = 5» ρ--“· ΑγοΟ ΙΠ*1 ^0 €Ζ, σύμφωνα με την τερίττωαη β) θέτουμε 1+χ*“ 3 η 

ί*. Μ« *={ΐ*-ι)1/5. Λη·-1<ΐ,-1)*ι,/*Μ*άΐ—|·ΐ*ϊι,-1)',,/1Α 

Μ. , 
ΐννκΜ£ί 

ι.ίι*ΐ4Γ(1Λ,(*·ΓαΛ>-|^,ί«,-υ·ι'/β,»·τ^έΓ« 



I Γ/ 1 *-1 \^_ 1 ίΐ-1>2 ’β 2Τ+1 
= 5 1 ( ΐ-1 ΐ2*ττΐ )ά = ΙΟ Χ*+τ+ϊ 5 ΑΓΐ® 

- ,1. -I .. <^-ί)1 -* -π «Κί&ΐ- 
10 ΥπτχΊ’+Υιμι’+ι * ΐΤ 

ντ 

Παράδειγμα 1,44. 

Λς θεωρήσουμε τώρα το ολοκλήρωμα 1= Γ — . Ε&ί είναι +ρ= 
* Π+κ5 ' 

0 Επομένως, εερίϊτωση γ), Θέτουμε κ^'+Ι^ΐ5. Τότε κ-Ιτ1- 

1*ό-*1(ΐι-ΐΓΙ^3<Ι*. Ετίοης είναι: ^τ1-! ■* χ1*-^*^- ** *,+1= 

ΐ:1-! 
'Αρα 

I*|α*χ'Γ1/3ιΐ**-|( ΥΤΕτ) 

1 Γ/ 1 ΐ-1 V . 1 , ί*»!*! ι . . 
3 ] \ ΐ-1 " ΐ’τΐ-Υΐ }ά 6 1οε (ΐ-1)Τ ^ΪΒ 

2ί+1 

νΓ " ντ 

-4-ΐτί να^-1)^^77^1 _ 1 
6 (νΤι-ϊΓ1-:)5 Υί 

Παράδειγμα 1,45. 

'Εοιω ϊύ ολοκλήρωμα 1= ί ■ γ* - άχ=ί κ1 ΐ Ι+κ1 > 
) γΐ+χ® ■* 

1/4 4μ . Εδω είναι: 

□1=3 * η-3* ρ““ Παρατηρούμε ίτΐ: 

κ+1 _ 4 
ί> ρ£2, ίΙ> η Ζ' η +ρ= 3 “ 4 ^ 2' 

Δ η λ. δεν εοχύει καμμιίί ά*ή τις κεριττώοειε αϊ, Β) ή Υ>, Ετομένωί το 

ολοκλήρωμα δεν υκολογίςεται στοιχειωδώς. 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ---- 

1 , α) Να αναχθεί σε ολοκλήρωμα ρητής συναρτήσεων το ο¬ 

λοκλήρωμα | Λ(χ. Υαχ*β, ν"Υ·+β)(1χ, όπου Ιί ρητή συνάρτηση των 

μεταβλητών της και α,Β,γ,δ € ΙΚ 

ί ί β) Να υπολογιστεί το I — -—-ρ=^= 
Λ γχ^ι- νχ+ι 

λύση 

'3 

α> θέτουμε ν^«6=τ, Τότε χ=-^-, **ι το ολοκλήρωμα 

γίνεταιτ 

| Μ* . Υ^ γτχ+δΗκ-7|Η *Χ * }^ΐϊ+·~^) ***' 

Λυτ<ί είναι της μορφής Γ' και ονήγεται σε ολοκλήρωμα ρητής υυναρτήοεωϊ. 

Β) Σύμφωνα με τα α) θέτουμε ν*+1=ΐ- χ-ϊτ-1-* (Ιχ'ϊΐ^Ι Ναι< 

το ολοκλήρωμα γίνεται: 

»ί 
1χ = Γ-=Ιλ-- 

-ί ντι+λ’ΐ 
4ϊ 

- 1 

Υχ+2- Υ*+ϊ 

Το τ^ειιτοίο ιίνβί ιοί υοί»ίί Γ* «ί «ιολογίίίΜν βίτοοιοί Υΐ'+Ι^-Ι. 

Β^ίοοοοΗί ϊ--5!— · «ΗωΤ"1*. ν^ϊ=·^τ »«■ £"»«ί*ί ™ °1°"Λ,'· 

ρωμα γίνεται: 

I 
* 1.-1. 

?ν ' $ I» ι Δ**-Ζ- + ^-ζ-τ{ Υχ+1^ 
2( γίΐΙ+γχτ2) 

+ε. 

2. αϊ Μα αιΐοδείξετε 6τι το ολοκλήρωμα 

1*^χΛ(αχ 1+2βκ+Υΐ<ϊάχτη ΕίΝ,ίΐ €θ.α.0.Υ € ΪΛ 

ανάγεται όεωνυμικά ολοκληρώματα, 

β) Να βρήτε αναγωγικό τύπο για το 

| χ1Β{βα1*20κ+γΓ α/2>όχ 

Απόδειξη 

αΐ Εεειδή αχί+ί0κ+γ=ΰ(χ·,··7")+"^1^ ^(«ΑΪ^Β^ν Α=^-μλι &Τ^& =3, 

Βα έχουμε: 
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1= ^ χ“(*κ2+ϊβκ+γ ^ χ®[αίχ+Α Ϊ^ΒΙ^Ιχ 

= Γ(ί-ΑΪ·™{αΤ3+Β)<^ί, χ+Α=Τ 

Α*οι1 «είΝ* ο \θ χ τ Αο σδ ντο ί το (Τ-Α)*, ιροιιύιτεί. Αθροισμα £^ωνυμ^χώ« ο- 

λΰχληρχμιΐϊνν* 

0) Έατίυ ν/-ζ=ί Υ^ακ5 +2βχ+γ 
Αχ, Ίόΐϊ Ιχοναε*. 

*-1 

ί**1 "***"» —ΤΓ Γ-^ν^Μ-ή^ ί-7 
" ■* γαχ*+ΐ0χη -* Υαχ*+2Β*η 

= ■^*“'Ι ν<-**«ί«+Υ- — ί χ'"2 Ϋ™1*ϊβ»ηί*-4·Γ , 

α/'1 ί-"2 °κ2^Ττ4χ^1 . 
“ 5 * ^αχ2+2ίχ+γ 1 

5 ΥΛχ^χη-ίίκΐϊΐ^-ί Α ί*-ιί:ϊ·-ΐ*ίΒ"ι>"ϊ"1·-2"-Γ:Ι«-ι 

βηλ. 

0*1 +<2β-1Ϊ0Ι 1+(ΐ·-ΐ)γΙ ,=Χ™ ν®**+2β,ί+ν Γη 111“ 1 ΟΓ * 

ί Η;! 
3» Μα υπολογίσετε το -——, 

^ ίχ*+ι> ν*2-ι 

Λύση 

θέτουμε Υχ5-1-Χΐ* Τίτε *2° -^τρ ■ *“**’ ( 2ϊ )Τ όι^Υ** "ϊ= ~γ~~Ί1 

*+!= ^~*Γ · Ευνει^ί 

ί=4ΐ 
Γ <** Γ χ4χ Γ Π-ί7)5 

ί (*·+ΐ)*ν*^ϊ 'ϊ4τ^· <3^*4% 
γι-ι1 Υι-ΐ2 

_ Γ 4τ _1_ Γ Ατ , 1 Γ ** 
^ ΐ_ΐϊ 2 υξ- ■* Υί-ι 2 υγ * Υ?+ΐ 
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—^- 10*1 Υ2-Ϊ !♦—~τ 1ο&| Υ2+ί| 
2 Υ? 2 

1 . Υί+ι Ιο® 
2 γ! I Υ^-ί 2 Υϊ 

ΙαΚ X τΐ 

Ιημέ Ιυοιΐ 
ί Α 

Γένι*» το ολοκληρώματα ΐηΐ μορφής | —-— 
Λ ία+Βχ2} 

με ΙΠΛί ΒΟτίΝατΑαταΟηϊ ΥΫ+ίχϊ=Χΐ* 

ί)χ 

Υγ+Αϊ 
μιολαγιζομτίϊΐ 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ. 

1*22, Μι υτολαγύθ€ΐ£ το ολοκληρώματα: 

*>Υ ' * .·Λχ ■* ίχ+Ι^-Υ**! ·>Ι 

*>*ί Ύ^ϊ'4" Α>+Ι 

Ι-χ Αχ 
1+Χ κ 

ι - γ*. Αχ 

1.23, Ετέοπΐ ΤΟ ολοκληρώματα: 

Γ χ^ΐ^; Κά. β) Γ 
' *ίΊ+ νκ) 1 

υ) 

χί1+ γϊϋ 

Γ_Αχ 

Υίχ-ίΗχ+ΙΪ* 

1,24.. Όμοια τα ολοκληρώματα: 

“ί-ζπ. 
ο)· 

ί 

1+ Υχίτ2χτ2 

Αχ 

ν^χ*+5χ-6 

Α) ί 
(χ+1)ΐ/2+{χ+Ι)1/3 

2 Ί/2-χ . Τ 1/"ΤΤ“Αχ 

Αχ 

(2-χΓ Κ 2*κ 

Β) Γ , * 

3 Υ-χ^χ+Ι 

6) Γ—£=■ 
^ χ-Υχ3-! 



ί ίΐχ 

ν^2χ+Ι 
στ) | )/3χ2-3χ+1άχ 

ίντ- ο+ η -Ηχ-χ άχ η)+ 
Γ η^ϊ 

,1 ί+«? 
Δχ 

1.25. &ι νϊσλ&γίσετε το ολοκληρώματαΐ 

Ίκ *ϊ* ί ■ "V 
Ϊ1-2Χ-Χ3 

τ) Γ *χ 
2 (χ-1)’|/χ3+Χ+Τ 

άχ ί — 
* ίχ-1 

Ο ί—3 ■* Π-*3Ϊ 

1 γχ3-Μχ+? 

ίΐχ 

Υι+χ3 

β>^ ΐ/κκ?-ΐ4Κ+3<1χ 

βϊ*Γ-~ άχ 
' ϊ1 ν?1ίΤ-?1Γ4ΐ 

σΐ> Γ 

X3 ν?Η'-2χ+1 

άχ 

ί?**3) ΥΗχ + 5 

Γ νίτ*1 

1,26, Ετισπί τβ ολοκληρώματα: 

α)^|Υχ(Ι+ Ϊ^Γάχ ΒΗ|χ“*Ιΐ+2χ*)?/3ί1χ 

γ Μτ^ ΫχίΙ+χ1 Μχ «)* Γ-^5=- 
ί γϊ»τ 

„*Γ ΕΕ* 
3 Υϊ 

στ) ^ Μ* 

{ 1.7 ΟΛΟΚΛΗΡΟΖΗ ΤΡΙΓΟΝΟΜΕΤΡΙΚΟΝ ΣΥΜΑΡΤΗΖΕΟΜ 

βα εξ ε τάσουμ ε τώρα 

αρτήσεων, θα διακρίνουμε 

Ολοκληρώματα τριγωνομετοικών σνν- 

τις παρακάτω βασικές περιπτώσεις: 

ΚΟΡΦΗ Α*. ^ Κΐ5*ηχ.ςο5χ)άχ 

όπου Κ ρητή συνάρτηση των μεταβλητών της. 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΙΚΟΪ 

ί 

θέτουμε ϊβ-γβτ, χ€[-Η.Λ). Τότε χ-ΖΑΠ&ί,ΐ £ ΙΒ 

άχ 2άί 2ί 
Ι+1? * 51ΡΧ Τ+ιΤ * σθ3Χ“ 

1-ΐ3 
1 + Ϊ3 . Συνεπώς 

|κ{5ΐη*,εο5ϊ)<)ϊ· |β , 4τϊτ) 

Παράδειγμα 1.46. 

Ας υκολαγώιαυμε το ολοκλήρωμα 1= ί- 1ι™(η«37Τ 4κ· *”«« 

X . 
ΐβ— =τ έχο ιιμε: 

1+ Τ“7 . Γ χ·μγζ μ< ι Γ/ , ι 
1 ί ί* Λ ι~*2 1 ' I**2 ' 2 ] (1+2+ΤΓι 

ΊϊϊΜ ι+ΐ3 1 

% 

= Ί-η+“-ΐοβ|ΐ|*4-ιβ,·τ+ΐ«-|-,ρ-5-1ίϊ* I !+<;. 

Παρατήρηση 1.25. 

Η «αρα ιαίνω αντικατάσταση» αν αν ίχει το ιλεονέκτημα να τ^αρνος 

με σε ίίλα τβ τριγωνομετρικά ολοκληρώματα, εν τούταΐϊ κολλέΐ *ορέϊ ι 

άηγεν σε ισλάιλοχα ολοκληρώματα. Γι* αυτιί σε Ραϊσμένες ιεριττώσει; κρι 

τιμοιίνται άλλες αντι καταστάσεις ·ιο ο ίλές. 

Έτσι έχουμε τις παρακάτω ειδικές περιπτώσεις: 

1. Αν Κ(-5ΐαχ„ϋθ3Χ>·-ΙΙ(3ΐηχ,οο$χϊ δηλ. είναι περιττ 

ως προς πίηχ, τότε θέτουμε ςοϊχ^ΐ, 

2. Αν Μ5ίπχ*-ςο3χ)--Β(5ίηχ,σο$χ) 6ηλ. είναι περιττ 

ως προς ςο5χ, τότε θέτουμε ιίηχ-ΐ, 

3. Αν Βί-^ίπχ,-εο5χϊ*Κΐ5ΐηκ,εοΒΧΪ 6ηλ. είναι άρτια ω 

προς $1πχ και εοεχ, τότε θέτουμε ι^-ι. Ε*αυτήν την περί 

πτώση θα έχουμε: 

ίχ» ϊ;:·γ , 9ίηχ· ■■_*_. , εοϊχ- -^λ__ 
11 νι*(* ΥΓΤϊ* 
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Παράδειγμα 1.47- 

'Εοτω το ολοκλήρωμα 1= ^ βίηχί * Β ουνίρτινιπ 

Π*)- 3ίϋχ<2ςο5]ϊ<-ίΤ *ερΐττ4 «ί ιρος δίιυί- Ετοΐιΐν«ϊ ©ίτοντοί 

οοΰχΐΐ θα έχουμε: 

ϋ 

α 

1θ£ 

Ιοβ 

1+ΐ V* 

1- ί Ϋ2 

1+ Υϊαο&χ 
1- Υϊι Ε05* 

Γ ίΐΐ 
) (ι-τ1>(2τ*-ΐ) 

1 1+Ε 1 
ρ ΙοΒ 1 1=5 1 

1 1 1-£β9Χ I 
+ Τ 1ο*|τ^γ| 

άχ 
■213 

Παράδειγμα 1,48. 

Η αυνάρτπση ί£*)- 5ίηχ-&ίη2>ΐ ’ 2®1η2χίί©Ηχ 

Ο03Χ. Εΐημ£ΐΑ»£ 

ε^ναι Μίριττή ω£ ιοος 

ί Αχ _ ι Γ ΐΟΒΚϊΐχ . ι_ ί άχ _1 ί 4τ, * .*_ ί Άϊ 
| Βΐηχ*δϊη2χ * 2 ΙΤΙηίκ^οί1* “ 2 ,ΙΤ’Τΐ-ΐΜ " 2 ^ Τ* 2 ) Ι-ϊ' 

= + —- 1θΕ 
2ΐ 4 * 

1-ΐ 
1 + ΐ 

ι 1 » + ΊΓ 1θβ! 251Γ1Χ 

1-Βΐηχ 
1+3ΪΠΧ 

Παράδειγμα 1.49. 

Η ουνΛρτηοη Γ(χ)= α3ΟΜίκ1,^8ίίίί1ί ^ναν άρτι*, #£ ΐροί *1«* και. 

ι:ΰΐχ * Εκομένυΐ: 

Γ άχ _ ί ί . 41 ί 
3 41Κ>ΗϊΚ+βΙ8ΐΐΐΙΧ ) α! βν 

-ΐΤίΤ +_ΓΤ7Τ 
Χ+(3 ^ 

άχ 
[2+3*1* 

ΜΟΡΙΗ 8*. |*ΐΒ*π*αθ*,1Μΐχ 
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ΜΕΘΟΔΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙίΗΟί 

Διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώαεις; 

0 η και η μη αρνητικοί ακέραιοι 

Αν Ιία.ηϊ* ^ϊπ^χ^οοδ^χάχ τότε ιοχύουν οι παρακάτω α¬ 

ναγωγικοί τύποι: 

ΐ[·.η)· ,1β"*1;4β""'1*· ♦-&·»».»-»■ η:*2 ι« 

— “β**1*^”"*1* Π·,-Ζ,η). ■ > ? (Ζ> 

Πραγματικά ας αποδείξουμε τον τύπο (1).Έχουμε: 

I {·,η] -15ΐη"χ*α)4ϊ,-13(43ίια**ϊιι",+ι**ο09η-1ΐ(- 

- ^ 5-ϊηχίπι- κΐη01 ^'υοεV(ρ-1) ϊμι^^'βο^11 ^κΐάχ 

■ίίη^*1 χ*εο£η 'κ-® ^ $1η"χ*οο5ηχάχ* (η-1.) +2χ*ε»κη * χάχ 

* ιΑηΓ^χ^οοϊ11"***·! ίπ *ηί I> ^ 5ΐη°1κ(1-α>81χΚθ5η"ίχάϊ 

«ϊίιΓ* ^“οαί11 ^κηιΙ (η,ηϊ+ίη-Ι) I [Λ ,0^2) - (0-1)1 (πι,π) 

Λύνοντας ως προς Ιία,η) έχουμε τον ζητούμενο τύπο, 

Ειδικά» αν η-0, από τον τύπο (2) έχουμε; 

/ ε°«··1π-1χ .Λ£ | ,Ι»--5*^ (ί) 

ενώ αν η-0, από τον τύπο {1) έχουμε: 

] Μ,-,ί,. «ίΜ-Μ»"·1»· »^1 | Βθ.-ί,ί» (4) 

/) ιη και π ακέραιοι 

Αν η περιττός και θετικός» τότε θέτουμε ςοκχ^τ 



Αν η περιττός και θετικής, τότε θέτουμε 5ΐηχ-τ 

Αν Φ+η άρτιος και αρνητικής, τότε θέτουμε τ^χ-Ι. 

Αν φ και η είναι άρτιοι και θετικοί, τότε χρησιμοποι¬ 

ούμε τους τύπους: 5ΐπ?χ· , εο52χ*· '2 λ " 2^' 

Ειδικά, αν η >0 και η <0 ή ηι >0 και η <0 θο έχουμε ο- 

ϊίη^κ 
λοκληρώματα της μορφής ^ \Χ ά% ή 

ϊιγΛχ ί ςοϊηχ αντί¬ 

στοιχα. νια τα οποία ισχύουν οι παρακάτω αναγωγικοί τύποι: 

η _η- 1 _ , *_. η- 2„ 

00 5 X 

ί * „- 
' 5ίΛ*α>3ηχ [«- 

^ 5ϊηπ: 

(*-1)*1π,η"1χ γτ )' 

ίϊη111"1* η 
4 Γ 5 

7 ε 

I, τότε θα έχουμε: 

1 . ω*π-2 

[ω -1 ] βιγΓ “ λχ * σθ5η“ 
θ-1 

1 , ™*η*2 

(η*1)*1ιϊΒι* ^ο&π11" ιχ 
η-1 , 

\ αν ιϊ-0, έχουμε: 

ΟΟ 5 X β4- ί 

ϋ X (5) 

ι-2. 
(6) 

ί άχ 

κΙβΡ^χ-οβΛ 
(7) 

* 1 

51Ι|Γ,1χ*005η \ 

η * 1 

(8) 

ίΐχ 

(ιι^1)5ίη" “ 

ενώ από τον τύπο (βϊ αν ιη»0 έχουμε: 

4χ _ *ίη* 

5ίη,Β" 2χ 
{9} 

ί Ρ05πχ 

__+ π-Ζ Γ ιΐχ 
η-1χ η_1 ^ εθ3η_ΐχ 

I 10Ϊ 
(η-1]ςο$ ~χ 

Τέλος αν ϊη+π*0 θα έχουμε ολοκλήρωμα της μορφής I τΒ™χάχ 

για το οποίο έχουμε: 

ΓιΑ<**-|**··2«(1+*8,*-1)'1ι£·/**" ϊ)Η|18χ* Ι1*" ?Χ^χ 

Γ — 5 
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Θ η και η ρητοί 

Ανάγονται σε διωνυμικά ολοκληρώματα της μορφής 

ΐ™(1 -1!)ί η~1 1*'^ιΐΐ με την αντικατάσταση ίΐηχ-τ, Ε'αυτήντην 

περίπτωση θα υπολανίζσνται αν ισχύει μια από τις παρακάτω 

συνθήκες (βλέπε 51.6, μορφή £Τ'): 

1) π-2Λ+1,λεΐΝ ϋϊ πι-Ζλ+ί,λ £ΙΝ ίϋ] η+η*2λ,λ€ΐΝ 

Παράδειγμα 1.50. 

ί* Β.1η*χ 
Έστω το ολοκλήρωμα 1= ;—Ίχ, Αιό τον τ»ϊ·ο (6) έχουμε: 

^ οο® κ 

_3 Γ 3^2^- - Λ χ+ ,1 3Ϊθ2**0 ίόοκ* 1.38) 
Ο08Κ ^ 003Χ 2 4 

1 3 
-τ^κ* — 9!π2χ- — χ+α. 

Παράδειγμα 1.5!, 

θα ο ·ο λυγίσουμε ΤΟ I 

-(11/3 ί 

■ί άχ 

ίϊίη11 
*. Αυτί γράφεται: 

ΧίΟΪΧ 

1 = ^ πιο ' ^κάχ. θέτοντας, ττβΙιΐΜ καταλήγουμε στο 

Γ » ί 11 /"Ί V / ·5| 
1= [ ί ί 1-ΐ3 ϊ '' Ίτ το οτοιΓο είναι Αίνου μ ικιί και υιολογίςεται θέ¬ 

τοντας τ’3-1=ω*. Τότε τ·(»'+ΐΓ1/2* 4τ-™ω1(ω,τΐΓ3/2ί1ωί 1-ϊ^ΗπΤ ί (Δ τΐ 
«ιι συυείΐίΐς: 

Ι='τ/ίω3+1^““"τ^~τ^“τ Vί£3χ+ο - 

ΕΦΛ ΡΜΟΓΕΣ__ _ 

1* Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα I ■/ ο,ρεοϊχ ·°·β £,κ 

Λύση 

θέτουμε ί£—-=Τ. Τότε το ολοκλήρωμα γίνεται: 
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20Ϊ 

1η τερίχτωση Τιίτε η (*) 6ίνει. 

2η ΐερι'ΐΐΐίΰη ο2 <&** Τίίτε π ί*) Αίνει 

>& ν^-*ιΒ Τ 

2, Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα Τ- Γ -- * Γ4~05ίί· ,ΐχ ύ- ^ Α-£Γ0Ο3Χ*Γ* 

που Γ €10,1). 

Λύση 

Το ολοκλήρωμα γράφεται: 

^ Γ (1-2γοοβχ+γ!)+(1-γ2) 

2 ^ Ι-2γ€οηκτγϊ 
1-Γ1 

1-2Γ0Ο5Κ+Γ7 
ίΐχ . 

Ετο τελευταίο θέτοντας έχουμε ί 

— Γ χ-ρΙ 
7 ] Τ-Τροοηκ+γ*" 

_1-Γ1 

Ι+γ)*^* 
άί= 

1“Ρ3 
(1+Γ>- 

=Ατΐβ 

'Αρα ι= γ5ί+Αττ§ |τ^Έβτ| ^ 
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3. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

■-ί 
*1πχ ^ τ - Γ 

α€05χ+β5Ϊηχ * ** ^ 
00 $χ 

αοθ5χ+μ$ιηχ 
αχ 

Λύση 

X 
Αντί τ Π£ κλασική* μεθάϋου» &έτοντ®ί ΐ® ^ =ΐ, &α ακολουθήσουμε το 

ταοαΚίίτω "τέχνασμα™; 

ί ΒΙ, +αΙ3 = ^ αχ=Η 

1 -βΙι+Ηί' I β»·1°ίΙ«ο·**»1ι«Ι 

Λύνοντας το σύστημα, με ογνικρτουϊ τα Ι3 καυ Ι3ι έχουμε; 

1 * 
ΐχ= "'Τ^ρΤ ίβϊΐ*α1ο§|ιαεοΞΚ+Β3ΐη)ί| >+0| 

^■^ΪΤΡ1 ΐο*+ΛΙ<ί8ΐ«σ|ΜΧ+0βΙ®ι| )+ο! 

*. Να βρήτε αναγωγικό τύπο, για το ολοκλήρωμα: 

1^- ί €05ρΧ*3ΪΙΪνςΧ(1χ 

Λύση 

Έχουμε; 

1^- βίη^ίΐκ-*-^- ^&1ηρχ*&ϊην ^κ'σααφώχ 

= ·1±ΞΕ*. ,1Πν,χ. Ϊ3_ Γ. =£2Ε1 «Ιη“*ν·β»·β· Γ °°8Ρ" . 
Ρ ΡΐΡ 

ί ίν-1 >^3ΐπν 2ηχ ■ (1-311^ ηκ ϊ-ςίΙιινςχ}<1χ^ 

“ 3ίηνη5ΐ+ οοαρχ-σΐη^ 1ςκ οαβφί- ^ ^ οααρχ* 

{ί ν-1 )β ίηυ να1ηνφί }<1χ 
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οϊ’ <ίιου τεΐι-ϋβί «ι^νουνι: 

,^ΐη^ν Ιν-2. * >3 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ. 

1,27» Να υίολογύίΐτε τα, ολοΝΑτρώματίΐ: 

“ 1 I Τί ηχ ΐ 2+ο03χ4Μ ■“ ^ 

/ 4χ 
Τ> | 

/ 1*1** Ε > 

ΛΕ0ίΚ + &51ίϋί 

άκ 

1,28, ΕτιίοιτΕ τα ολοκληρώματα: 

■> 

* Γ ά* 
***.| ΜϊΐΡτ 

ί ε) I ^χί*— <]* 
1 I 3ΐΓΙΧ*ία5Χ 

1,29. *Ομο<.α τα ολοκληρώματα: 

γ * I 
* * ^ ~~»ΪΪ1*Χ 

χ*εσ3^χ 

•ά* 

ΑΧ ί ΟΟ&Χ ■ 
ζ+βΙωΓ4* 

, Γ βΙιι^χ* 
°* ^ “βίηχ+ε 

■Οΰ&Χ 
;ηχ+οοηχ 

είιυι 

£) | 
ύχ 

5,+Κίϊηχ 

ί* 6 >* 1 ΊΓΪ+βίηυβΙχ 

στ > ίί^Βϊ«1ίι 

ΐ1η*χ·οο&Βχ 

6) ^ίη^χ-οοε^χάχ 

1,30* Μα &>Μι αναγΜγικοόί τόκου* γΐΑ τα ο λο* λ νάματα: 

α> Αν« ί»*|**0ΜνΦΚΪ* »> Β#·|·Ι^κ-ββ,νφΜ>*Ε 

γϊ Γίν,ρϊ 
{ αοΒ,νχ 

■I »ίηΡχ 
4ΐ« 6) Μν,ρ)= 

-ί 

ίϊηνι^ 

?1ηΡκ 
Αχ 

ε> Εν= 
ίαΐη^ρχ 

σοςρχ 
ύχ στ) Ζ 

·■/ 

003 νΧ 
0Ο9Χ άΧ 

§ 18. ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΟΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

Τα ολοκληρώματα της μορφής [ Κ (&ΐη1ιχ ,ςο&Ιιχ) άχ» όπου Η 

ρητό συνάρτηση του ϊίηίιχ και ςοίϊιχ, υπολογίζονται όπως α- 

κριβώς καί τα τρίνωνομετρικά ολοκληρώματα, με την αντικατά- 

οη; ι^η^-ΐ. Τότε άχ· -|^τ * γΓρ- * οοίΐιχ- -\.χ* * 

Πολλές φορές όμως, η αντικατάσταση βχ*1, οόηνεί οε πιο 

απλά ολοκληρώματα. Ας δούμε μερικά τταραβείγματα: 

• ] 

Παράδειγμα 1.52, 

Είσαι,: ^ οοβ^Μίχϊ (οσβδ2*+1 Μχ- — 3ΐΐιΗ2χ+”^"Χ+ε. 

Παράδειγμα 1.53. 

Γιλ ϊ» υιολογίσουμε το ολοκλΛρ*ιηκι | β[η|1χ’ θίτουμι ΐ£ΐι —-I. Τί- 

τ ε αυτά γΟυετοΐϊ,: 

ί^ = ί^-Ι^·'ί^ΙΙββ|ΐ|=108 Ι^τΚ 
1-ΐ* 

Παράδειγμα 1.54, 
ίΐΐκ 

χίπΚχ+οοχίΛ 1 Ε)ί0ϋμ£’ 

Γ__ό*_= Γ--= Γ·"*<1χ=-Γ*+β 
} Βϊηΐκκοαίιχ } .*_*-*+**+*"* } 

ΑΣΚΗΣΗ--- 

1,31. Μο ιιΐσλογι^σετι τα ολοκληρώματα: 



7 4 

Τ) ί^^1* 4Μί 21ηΤ=™Κ, 

ί 1.0, ΓΕΝΙΚΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

Η τεχνική της σλοκληρώσεως 5εν είναι θέμα και τόσο εύ¬ 

κολο, γιατί η ποικιλία ίων παρουστάζόμενων περιπτώσεων εί- 

ΐώΐ ΐρκετί εκτεταμένη. λναμέραμε τις πιο βασικές περιπτώ¬ 

σεις. Φα ποέπει να κατέχουμε καλΛ τους κανόνες ολοκλήρωσε ως, 

τις ιδιότητες, καθώς και τον πίνακα των βασικών ολοκλήρωμά- 

τω ■. *Οπως δίδαμε ιζάλλσυ, ένα ολοκλήρωμα μπορεί να υπολογι¬ 

στεί με πολλές μεθόδους (Παράδειγμα 1.39}. Η εκλογή της α¬ 

πλού στ ε μ ης μεθόδου είναι προσωπικό θέμα και εξάριάΐαι από 

την εξάοκηοη πάνω σε τέτοια θέματα. Επίσης διάφορα τεχνά¬ 

σματα, αντί της κλασικής μεθόδου, μπορούν να οδηγήσουν ευ¬ 

κολότερα στον υπολογισμό ενός ολοκληρώματος. Κι αυτό όμως 

είναι καθαρά θέμα εξάσκησης. Για να γίνουν αυτά πιο κατανο* 

ητά. ας δούμε μερικό παραδείγματα; 

Φ Το ολοκλήρωμα /"(Χ+ΤΤ1^ είναι ολοκλήρωμα ρητής συν- 

X, 
αρτήοεως και υπολογίζεται σναλύο τας αε σπΛ0 κλάσματα: 

- ι . Ενας πιο εύκολος υπολογισμός ε¬ 

πιτυγχάνεται με την αντικατάσταση χ*Ι·ιι, οπότε [ππτϊ·**· 

ίΗϋ1*- ί-ίτ-ί-ίΕ «·*·*■ 
Φ Το ολοκλήρωμα 0) της εφαρμογής 1 της Μ.6 υπολογίστηκε 

κάνοντας δύο αντικαταοτάσεις, λυτές μπορούσαν να αποφευχθούν 

ον πολλαπλασιάζαμε την συνάρτηση στο αρχικό ολοκλήρωμα με 

μι την συζυγή παράσταση του παρονομαστή. Τότε Βα παίρναμε 

|- |ί ψχ + ϊ* γχ?ϊ}άχ· γ (π + 2)'* γ ίχ*ΙΓ/2*€. 

φ Το ολοκλήρωμα |"ϊτ|ΐηΓάχ* σαν τριγωνομετρικό, υπολογί¬ 

ζεται αν θέσουμε Ευκολότερα όμως υπολογίζεται ως 

ε€ής; 
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ι 
. 

1+51αχ 
άχ· ί 

ί 

5 ίίΐΧ (1-51ίΗί1 
(Ι+κϊΛχ) (1-ϊϊηχ) 

άχ- ί 
ίϊηκ 
005 !Χ 

5 ί Π ^ X 
ςο^χ 

άχ 

οΟΞχ 
ί Χ053X άχ· 

1 
εοδχ -τ^χ+χ+ς. 

Τελειώνοντας, αξίζει να παρατηρήσουμε ότι δεν μπορούμε 

να υπολογίσουμε όλα τα αόριστα ολοκληρώματα που μπορούν να 

παρουσιαστούν. Για παράδειγμα το αόριστα ολοκλήρωμα της συν¬ 

αρτήσεις ιΤχί. που παίζει σημαντικό ρόλο στην θεωρία Πιθα¬ 

νοτήτων, δεν μπορεί να εκψραοτεί με την βοήθεια στοιχειωδών 

συναρτήσεων. Το ίδιο και το ολοκλήρωμα της συναρτήσεως '^ 

που τόσο συχνά συναντάμε στην Ανάλυση. 

Τα παρακάτω ολοκληρώματα επίσης, εμφανίζονται συχνά στις 

εφαρμογές; 

ί 

I 

ί· 

__ 

νΐι-χΜΟ-κν) 

χΜχ_ 

ν(ΐ'*3Πΐ-Η3χ2> 

άχ_ 

(1 + Κχ? ) νίΙ-Α^Π-Ιι***) 

{1} 

(2) 

13 ί 

όπου Ο < Ιί < I 

Αυτά είναι γνωστά ως ελλειπτικά ολοκληρώματα πρώτου, 

δευτέρου και τρίτου είδους αντίστοιχα, Τα δύο πρώτα εξαοτώ- 

ντσι από μια παράμετρο λ, ενώ το τρίτο απά το 1ί και μια πρό- 

σθετη παράμετρο Η. 

Η αντικατάσταση κ^δίηθ* Ο ί θ **γ~ τα μετασχηματίζει α- 

Γ άθ 

3 νΐ-λ?3ΐπ2θ 
ΪΓ) 

ντίοτοιχα σταί 
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Γ — ^ -π- ίΊ^Γ-Ιι2ϊίη2β ύθ 
} Υι-Ιε1«χιι30 * -1 

(Π 

ί __££_ 

(1+Η$ίη30) V1-Κ75ίη.2θ 
[3Ί 

Οι ιιορψές (1'), Ϊ2"), 13') είναι γνωστές ωςΗρσρφές του 

Ιβΐϊβη^β* 

§ 1.10. ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 1 

-——-——_Σωστά ή λάθος: 

© ^(3χ*1)3ι3χ3ί3ΐί*7Γ »ε ΛΛθσν 

©■ Αν ί'{κ)=ΕΪχ) τίτΐ = ίί*>+ε ΐΗ 

© |χ(χ* + ΐΜχ=^ρ(--ρ-+χ) +€ β*ν 

© ί(χ2+1)<1χϊ ~ |(κ2 + ΐ) 2η)χ=~(·*40,*« Β* 

|'-^-<1χ=1θΒ|ίχί ,έ *0 Λ^ι 

© /*<**■ ·* 

© Γ ■■* <1χ=Λγ*ΐηχ +ο 0 ν 
* γι-χ3 

® ΥηΙρχουν σταθερές Α και Β τέτοιες ώοιε: ,^ί 

χ2~1 Α Β 
(χ-2)ίχ-3) χ-2 * χ-3 
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© Υκάρχουν σταθερές Α*Β και Γ τέτοιες 4οτε: ΛΑβΰί 

1 .... * +_Β_ + μΖ_ 
(χ-ΐ)(2χ-2><Κ~3) ' *~1 2»"2 «-3 

^0) Κιμ οι τρεις ολοκληρώνετε εΐναι αιιατίΐί 

ί,) |25ΐηχ-εο3Κΐ1κ- \ 2&ίπχ€ΐ3Ϊη3<'3Ϊπ2χ+οι 

Β) | 29£ιιχ*ΐ»5Χ€ΐκ=- I 2ε09χάαο&χ.=-εο*1*+θ2 

γ > ( ϊβίηχ* αθ3Χίϊχ= \ ζίίϊ2χΑχ-- οοβ?χ+ε , 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1*32. Να οκολοΎνσΕΤί τα ολοκληρώματα: 

\Ι 
α) ίβ!χ1+^ί* 

Η ί -*¥■- 
1.^3. Εΐίοης τα ολοκληρώματα; 

χ-1 άχ 
χ*1 χ2 

V .1 

\ί 

·> ί 

χ+5ΐηχ 
1+003* 

άχ 

άχ 

& ί"^(ΐ-ιΞΒιι ϊ * ■*'* 

*)τ| 

*ί 

ΚΑγρο3κ 
Άχ 

χ Ι+Χ _ . 
β ·™ΓΓ-—ΓΓ αχ 

Ο 

β»Β 

ί1+κ ϊ1 

Λχ 

χ* ¥1+κ 

άχ 

^ Υκί-2κΰθ3α+1 

Φ | ,4^" 

Μ 4χ 

κίοβχ 

\.34* Όμοια τα ολοκληρώματα: 

*} *(1+χ2Μχ Β) ί ίο^ΐα3+&:χ;) άχ 
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^ ^χτβ*χί1χ + 

/·4εΐϊ®·0» 

&) (χΑπί^άχ 

οτΗ^[ Αγτκ< 1+ ν*Μχ 

*> /-^ΐ&Τ'* 

1,3·5. Να υκολογίοετε τα ολοκληρώματα: 

<»ι+ |ν«*-Μκ |0+ Γ 

τ> }- .ΧΜΕΧ .·» *» (χβίοχ+οαδχϊ^ 

·■ Ή*-* 
ίΊχ 

^^χΧοβίΙ+χ1 Μκ 

1.36* Εκροής τα ολοκληρώματα; 

^ 
β) Ιντ^^* 

, Γ Μ +Χ+1 ,.. 
γ> —;ττ Τ” 

Λχ 
>3 Γ .-— 

} ν.2χ^.’Ι*ι 

1,37, 'ΟμοΐΛ τα ολοκληρώματα: 

ί " α ϊ 1+3000** 

'8χ 
Ϋϊϊ** 

^ / (χί+ίχ+3)» 4 

* Γ^£ίί££ΞΞΐ,ΐχ 
ν*^- 3 005 'Χ 

Μ-ί-ϊ&:- 

6Ϊ 
Γ χ*-ι 4χ 

^ 31* 

ι ( 1-ϊ" 
0ί) Ιί^ *2χ + 3 

Ε|)*“ 
Γ ?χ-3 
) (χ*-χ+1)* 

άχ 

4 
β> ί 3ί™**°** Λ, 

>Ώη5Γ 
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κτ2<Ιχ Ητϊ 

Λ Γ άχ_ 
3 (1+ΐ8Χ)Ηίΐ12Χ 

«ί 
άχ 

ΐ+δίηχ+οοεχ 

φ Γ . . 11<:?Μ··!1?Χ. .. ΐχ 
(ά^οί^ϊϊ+ΐ3 δίΐΐ^χ)1 

Κ3β. Να οιολότμΡΕΤΕ τα ολοκληρώματα: 

^ ί 
νΐ+χ» νι^ 

νϊ+χ- νΐ-χ 
άχ 

νΙγΉΡ* 

6^ Αγ14 Υϊ^άχ 

«0+| 
1+χ* 
1+χ* 

ΝI. .8.x 4 θ) Γ **■'** 

} κ*|/7 

Ϋχ^Ιάχ 

α^Ι | Λτ'ΐΕχ'Ιοκί 1+χί Μχ * 

ί* μ 
* {: 

ΧΛτΐ &χ 

Ι+χ^' 
VI, 



ολοκλήρωμα του Ηϊβιτιβηη 

§ 2.1, ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Οι ρίζες του Ολοκληρωτικού Λογισμού τρέπει να αναζητη- 

θούν στους Αρχαίους Έλληνες Γεωμέτρες* οι οποίοι εφήρμοσαν 

μ,ια μέθοδο , που σήμερα λέγεται "μέθοδος της εξάντληοης" ,για 

να υπολογίσουν εμβαόώ Επίπεδον χωρίων με κυκλικό ή παραβο¬ 

λικό σύνορο. Ιί ιδέα της μεθόδου αυτής είναι π προσέγγιση ταυ 

γεωμετρικού σχήματος του οποίου ζητάμε το ςμβαδό με εγγε¬ 

γραμμένα και περιγραμμένα σχήματα, των οποίων τα εμβαδά μπο¬ 

ρούν να υπολογιστούν. Οι μεγαλοφυείς και ευρηματικοί Νεχίαη 

και Ισίόηίτζ* ακολουθώντας διαφορετική πάρε ία ο ένας από τον 

άλλο* έστρεφαν την προσοχή τους στον αντίστροφο χαρακτήρα 

της παρανώγισης και της ολοκλήρωσης, και ασχολήθηκαν με με¬ 

θόδους υπολογισμού αόριστων και ορισμένων ολοκληρωμάτων. Οι 

Κίββιπηη και ΟιαςΚγ ήταν εκείνοι που έδωσαν την έννοια του 

ορισμένου ολοκληρώματος σε αυστηρή Μαθηματική βάση. 

Η ιστορία βέβαια δεν σταματάει εδώ* Στο τέλος ταυ πε¬ 

ρασμένου αιώνα ο Βεϊεΐέίεϊ γενίκευοε το ολοκλήρωμα του Κϊε- 

Λ3πηΤ αντικαθιστώντας μια γραμμική συνάρτηση που εμφανίζε¬ 

ται στο ολοκλήρωμα του Ρΐεπιαοη με άλλη πιο γενικού χαρακτή¬ 

ρα, Τέλος στις αρχές του αιώνα μας ανακλύφτηκε η έννοια του 

ιιΐΐπίΐ11 , νΛί* ,τυνόλου πραγματικών αριθμών από τους ΒργοΪ και 
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ίοόεδηυε και δόθηκε μια ακόμα γενίκευση του ολοκληρώματος 

του θΊοίΒΡηπ* γνωστή ως "ολοκλήρωμα ταυ Ιεδαϊηυε* που θα γνω¬ 

ρίσετε σε μεγαλύτερα έτη. 

§ 2.2. ΠΡΩΤΟΣ ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ ΚΑΤΑ ΒΙΕΜΑΝΝ 

Ας είναι Ι-[α,0) ένα κλειστό και Φραγμένο διάστημα στο 

ΙΗ. Τότε μια διαμέριση του I είναι ένα πεπερασμένο, διατε¬ 

ταγμένο σύνολο Ρ*{χ#,κ1.,,,*χν) σημείων του [, τέτοιων ώ¬ 

στε: 

α-χβ <χι <*ι <..* <χυ-ΐ <χν"^ 

{Βλέπε σχήμα 2.1) 

--1 I 1 >    ■»»— — I ΐ ·* ι 
α-*„ Κ* X, '.-ι V 

Γχημτ 2,1 

Έτσι με ν+1 σημεία που ικανοποιούν την (1) ορίζονται από 

την Ρ ία ν διαστήματα ίχ»1, [χ, ,χ,] ,,,, , που 

αποτελούν τα τμήματα της διαμέρισης Ρ. 

Έστω τώρα και μια φραγμένη συνάρτηση £: I -* ΙΒ , Ας εί¬ 

ναι η και Μ αντίστοιχα το ϊηίιπιιπι και το πμρτβιηυιη της £ στο 

[. Προφανώς* αν Ρ·(χ,,χ%* *..,χν) είναι μια οποιαδήποτε δια- 

μέριοη του I, τότε η £ είναι Φραγμένη οε κάθε τμήμα της Ρ. 

Ορίζουμε 

η »1η£(£(χ) :χ € [χ. .,χ.Π 
« κ 4- κ Κ·1 Ζ .,. ν 

Μ^-$ιιρί£Γχ) :χ €^κ_ιί*ίϊΠ 

Το κάτω άθροισμα της £ που αντιστοιχεί στην διαμέριση Ρ ο¬ 

ρίζεται ως εξής: 



82 

Επίσης το όν* Αθροισμα της ί που αντιστοιχεί στην ΰιαμέριση 

Ρ ορίζεται να είναι το 

υ(Ρ,ί)- Σ ν**"**-!5 

Αν η ϊ είναι θετική συνάρτηση* τότε το κάτω άθροισμα 

[*{ρ (Γ) μπορεί να ερμηνευτεί γεωμετρικά ως το εμβαόό της έ¬ 

νωσης των ορθονωνίων με βάση Ιχ^-χ^ ^ και ύψος ιΛ·^ ίΒλέπε 

σχήμα 1.2). 

Εχήμα 2*2 

Παρόμοια το άνω άθροισμα υ(Ρ,Γ) μπορεί να ερμηνευτεί 

γεωμετρικά ως το εμβαβύ της ένωσης των ορθογωνίων με βάση 

ι* ,* ] και ύφος Μ. ίΒλέπε σχήμα 2.1). Από την γεωμετρική 
*■ Κ Κ -1 κ 
παράσταση Φαίνεται άτι για την όοαμένη βιαμέριση Ρ* το κάτω 

άθροισμα είναι μικρότερο ή ίσο από το άνω άθροισμα* θα. απο¬ 

δείξουμε τώρα ότι αυτό πραγματικά συμβαίνει. 

Εχήμα 2*3 

Πρόταση 2,1. Αν ΐι I -* ίΚ είναι μια Φραγμένη συνάρτηση* 

και Ρ είναι μια οπσιαδήπστε όιαμέριση του I» τότε; Ιτ(Ρ,ί)^ 

«ίΡ.ίϊ* 
] 

ΑπόΟειΕη 

Έατ« Ρ={κ0 ,*ι ** * * ,χνϊ * Α|θό Η^„ Κ=1,2,**.,ν και χ^-χ^ >0, 

I *=1,2,*.*,ν έχουμε: 

ι.(ρ*η« ΣΗΐ£{*1.-χ1(_1ΗΐίΡ,£Χ · 

Έστω τέρα μια Οιαιιέρισπ ΡΜχ^^ε, ,* ** ,π } του 1, Τότε η διαμέριοη 

ρ*-ίγ, *Υ| ** ♦ * του 1 6α λέγεται 1 ι ι τ ί τ ί μ αιό την Αιλ- 

μέμιοη Ρ βν Κ Ρ*, 6ηλ* αν κέΙε σημείο ΕΡ £ΐίοη( 6α ανήκει και 

στην Ρ*. Ηγ *ιο ακλά λάγνα για να τηρούμε μια λειτάτερη όιαμέριβη Ρ* 

τ Π5 Ρ, αρκεί να ιροο6£οουμε έναν ιςίέραομένα αρι6μά οημεύνν στην διαμέ- 

ριοη Ρ* 

Παίρνοντας μια λεπτότερη διαμέριση, έχουμε ότι το κάτω 

άθροισμα αυξάνει* ενώ το άνω άθροισμα μικραίνει, όπως όεί- 
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Πρόταση Ζ.Ζ,'Εστω ίι I * ΙΠ μια φραγμένη συνάρτηση και 

Ρ μια διαμέοιοη του I* Αν Ρ" είναι μια λεπτότερη διαμέριση 

από την Ρ (Ρ £ Ρ*Κ τότε: 

ΜΡ,Π * ΕΙΡ*,Π και ϋΙΡ*,£] < ΙΗΡ,ΐΙ 

Απόδειξη 

Ας ίίναι *-,-»3ΐν] μι ατ νιοθέσσυκε ότι π Ρ* έχΐΐ όλα 

τα οημεία της Ρ και ακόμα ένα ιαραικίΆΐ* έστω το χ. Αυτό το έξτρα. σπ- 

μ^ΐο κ ανήκει ο* χτίιοιε όιόατημα [χ^^,χ^] για χάτοιο δείχτη μ. 

Έοτμ χ ,<*<%. 
|Η μ 

Έστ* 

τι'βΙπ,ΗΓίχ}:* €1* (Ι*]Ϊ μ μ-ΐ 

,η*Γ-1ηίΐί (χ):χ είχ^κ Π μ μ 
Ο 

Τότι χρογαιωε τη^ ί και * Το κΰίΐω βθρ· ■’ΐματα τον αντιστοι¬ 

χούν στις όιαμίτοίατις Ρ και Ρ*, αντίστοιχα* είναι: 

* 
ιλρ,Π- £| ■](<*)(-*1ρ.1 ) 

ΜΡ»»ί)*Σ*|£ίννΐ)4*μ'<^μ-1>+ν(νί> 

+ Σ «τ,ίννι1 
Λ-ρ + 1 

Συνεχώς 

Χχ^-5) 

1) ΑΙίί.ρ<ι-τ».·ΐίς Λαγ ι-Ομ ί Ε 1, Εφαρμογή 3 ΤΡί ί ΐ - * - 

μη αρνπτιώ 
ΕιειΑη (ίλες οι ταρενθέσεις είναι * θα έχουμε: 

ΕίΡΑ,ίΜίίΡ,ί) 3» 0 

ταυ ακσδεικνάει την κρώτη ανισότητα. Ηε εντελώς (χνόλογο τρόΐο α*σδει- 

κνόσυμε και την δεύτερη ανισότητα, θέτοντας 

-3υρ[ί(χ>;κ € _1 ,χ] ί 

Η "-3»ιρ{ϊίχ)ίχ €[χ,χμΠ 

*αΐ ΛαμΒόνοντας υιό+ΐϊ, ότι Μ ' <: Μ και Η" ί Μ , μ μ μ μ 

Ας οκό θέσουμε τώρα γενικό ότι ρ* είναι μια οκοιαδιΐκοτε διαμίρι- 

οη λεπτότερη αιό την Ρ, Τότε μτομοόμε να κατασκευάσουμε μια διαδοχή 

αιό διαμερίσεις Ρο^ι » ■«« .Ρ^ ότοι ώστε Ρ9~Ρ και Ρ^-Ρ* και ακόμα 

κόθε μια να είναι λεκτίτερη ατό την κροηγούμενη, έχοντας ακριβών ένα 

ταραιόνω σημείο αχό την χοοκάτοχό της. Αυτό συνεκάγεται ότι 

ΜΡ,έϊ <ΚΡι(η<,Μ «ΜΡ*,ί) 

και 

υίΡ,ΐ) >υ{Ρ|,η > >υ(Ρ*,ί) 

Έτσι π τρόταση ατοβείχτηκε κλάοωΐ,· 

Όπως είδαμε στην Πρόταση 2,1 το κάτω άθροισμα είναι μι¬ 

κρότερο ή ίσο από το άνω άθροισμα, αν και τα όσο αντιστοι¬ 

χούν στην ίδια διαμέριση, Επίσης από την Πρόταση Ζ,Ζ είδα¬ 

με πως μια λεπτότερη διαμέριση αυξάνει τα κάτι» αθροίσματα 

και ελαττώνει τα άνω αθροίσματα. Αυτά τα δυο συμπεράσματα 

μπορούν να ουνδιαοτσύν και να συμπεράνουμε ότι τα κάτω ά¬ 

θροισμα είναι πάντα μικρότερο ά ίσο από ένα άνω άθροισμα, 

ακόμα και αν αυτά αντιστοιχούν σε διαφορετικές διαμερίσεις. 

Πρόταση 2,3. Εστω £: 1 -» 1Η μια φραγμένη συνάρτηση και 

Ε ι * Ρ * όυο οπσιεσόήιτοτε δ ιαμ ερίσεις του 1. Τότε Ε(Ρ, ,ί) ί ϋ(Ρ? ,ί) 
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Απόδειξη 

Έστω Ρ*-ΡΑ ΙίΡ, ρ ΐχΐ δυαμ/ριση, ίου «αίρυεται αυνδιάζονται τα οπ- 

μΐύη τ*ν Ρ, και ?*♦ Τότε η ?* «ίναι λέίΐύττοη "βι «*ύ την ?! και 

αεί την Ρ^ ΕυυιτωΕ αίύ την Πρίτοοη 2.2 έχουμε ύτΐ Ι,ίΡι,ίϊ < ΜΡ** Ρϊ 

ων υίΡ*,Π «ίυ^Ρ^ίϊ* Είίοτ* αίύ ΐπυ Πρίταοη 2Λ έχουμε άτ<, Μ?*,Π 

£1! (?*„£)* Εννεκνί 

ΜΡι,ί) < ιλρ*,π < υ(ρ*.η < υ(ρΐ¥ί).· 

Παρατηρούμε ότι μια οποιαδήποτε διαμέριση Ρ του δια¬ 

στήματος 3*Εα,β] δίνει ένα ζεύγος αθροισμάτων, των άνω και 

κάτω αθροισμάτων, θεωρώντας όλες τις δυνατές 6ιαμερίσεις του 

I παίρνουμε ένα σύνολο Π των άνω αθροισμάτων και ένα σύνολο 

I, των κάτω αθροισμάτων. 

Επειδή ΐϋ £ ιλ.κ -5 Μκ « Μ,Κ-1,2.ν θα έχουμε; 

■ « >ΜνΧΚ-1> * 

θέτοντας Ιι-1β2.ν και προσθέτοντας όλες τις ανισότητες. 

παίρνουμε: 

πι(Ρ-α1 < ΜΡ,£) < ΙίΐΡ,ίί * Μίθ-αΚ Ρ διαμέριση του I 

Η τελευταία ανισότητα δείχνει πως και τα δυο σύνολα των κά¬ 

τω και άνω αθροισμάτων είναι φραγμένα και άρα το καθένα από 

αυτά έχει 1η£Ιτηυτη και ^υρτστηυιη. 

Ιτα επόμενα θα συμβολίζουμε με ίΠΪ το σύνολο όλων των 

δυνατών διαμερίσεων του I. 

θα δώσουμε τώρα τον επόμενο 

Ορισμός 2.1 *'Εστω ί: I ^ ΙΒ μια Φραγμένη συνάρτηση, 0 

αριθμός 

1^-*υρα(Ρ#£):Ρ € *(!)> 

λέγεται κάτω ολοκλήρωμα της ί στο I, και ο αριθμός 
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1^-ίηί [ϊ(?ρί):? € $(ί)} 

λέγεται άνω ολοκλήρωμα της £ στο I, 

Πρόταση 2,4. Έστω Γ- I -> ΙΚ μια φραγμένη συνάρτηση,Τό- 

, τε το ,ώτ“ ολο^ΠΡωμα I., «ο. ™ ά™ ολοκλήοωΜα II, της £. ο- 

πάρχουν και I- < ίΐΓ. 

Απόδειξη 

βεωραίμε μια οταβηρή άι.αμ£οιοη ?! τον I, Γιο οιοιαΜιατί: ίίλ λ η 

ΰι&ιέριυη ?3 του I. ®ιί την Πρόταση 2.3 έχουμε έτι ύ(Ρ4 ,ί) <υϊΡ21ίΚ 

ΕννεΐιΛς το είναι κάτω φράγμα για το αιίνολο (ΐί(Ρ,ΐ)ί? € ί-(I)}, 

ι Ετομίνως το £{?!»?) κρέίει ιη είναι μικρότερα η ίοο ατύ το ΙηΡΙηνιι 

αυτού τον αυνάλου» δηλ. 

ΜΡ,,βΧυ^ (1) 

Η ίΐ) όιίχνιι άτι το είναι, ένα άνω φράγμα για το σύνολο ΙίιίΡ,ΓΪ ; 

| Ρ£Τ(1)Ϊ και ενομίνικ 

| Παρατήρηση 2.1» 

Α*ί τον οοιαίιύ 2,1, αφού το »«ίται ολοκλήρωμα είναι το Λίρτ^ΐΗ* 

του ομνόλον ΐ«ν κάΐω αθροισμάτων, γιο οκοιοδήκοιι ε >0 3ί υηί^χει 

■ ένα κάτω άόρνιοιια ίή ισοδύναμα μια όιαμίριση ?!) τέτοια ΐιίοτίί 

I 'Ομοια 4α μ ιάρχει διαμέριαπ 

δΧΡ^ί) >1{ -ε 

Ρ, τέτοια ίόοτε 

ϋ(Ρ2 ,£) <1^+1 

Ψ 

Ν 

Σύμφωνα με την Πρόταση Ζ,4 για κάθε Φραγμένη συνάρτηση 

ορισμένη σε κλειστό διάστημα, χο άνω ολοκλήρωμα και το κάτω 

ολοκλήρωμα πάντα υπάρχουν και μάλιατα 1,^ < υ^. Μπορεί να 

είναι <υχ;1 όπως θα δούμε στο παράδειγμα 2,5, Από την άλ¬ 

λη μεριά, για μια μεγάλη κλάαη συναρτήσεων είναι |^·ΙΙ(. Λυ- 



τές τις συναρτήσεις τις λέμε "ολοκληρώσιμες”* σύμφωνα με τον 

επόμενο 

Ορισμός 2.2. Έστω I"10*01 και Γ: I -* Ιβ μια Φραγμένη 

συνάρτηση. Τότε η £ θα λέγεται ολοκληρώσιμη κατά Ηϊβιημηη στο 

I σν ΐ*+·υ . Η κοινή τιμή των και υ? λέγεται ολοκλήρωμα 

κατά Ηίοποηη* της £ στο διάστημα I και συμβολίζεται με 

[ £(χ)4Χ' 
*Ηϊ 

Επίσης ορίζουμε 

[ ΓΓχ)4χ--( ϊ(χ)Ακιε«ι (Γ£{χ)ε1χ·θ 
*ί Λ 

Παρατήρημά 2,2. 

Η £ννονΐ τον ολοκληρώματος *ατ<ί Κ1ί?®«ίηη έχει ποιχΒίί ογ δυο 

■εριαρισμοΰς: 
1) η ουνάρτηοπ ί ίίναι *ρ*γμένη και 

11) το Αυίατπνα είναι ιειεροσμέν®. 

Ε*ί<ΓΠΪ η έ*·ϊθαπη ■’το I £(κΜχ οκώρχΕί/', συνεικίγΕΐαι <ίπ η £ 

ναι φραγμένη και ολοκληρώσιμη ο το [<* * ί^Ι - 

Παροτήρηση 2.3* 

Προφανείς είναι οι «πράττω ανισότητες! 

π(β-«)ί ^ ί(χ>ί1χ ^ Μ( Β—α.) 

χαι 

ηίβ-α) < ΜΡ,ίΚ ί ϊίχΜκ * θίΡ.ί) * Μ(Β-α) 

Παρατήρηση 2.4. 

Η μεταβλητή στο ολοκλήρωμα 1 £{χΜχ είναι "βουβή1" μεταβλητή, Ε- 

* 4 ορισμένο ολοκλήρωμα 
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ϊοι | Ηχ)ά*Μΐΐ{ν)άΜϊ ^ Η*Μ* κ.τ.λ. Το ολοκλήρωμα 

Γ(ίϊ(*ι μήνο 2 ΐίί τα α και 0 ίου λέγονται ^ κ ρ α ι 

σ ε κ {. 

ί ΗχΜχ εζαρ’ 

ο η λ η ρ μ- 

Παράΰειγμα 2.1. 

Μια οταθερή ουνίίρτηση είναι ολρχληρώαιυη. Πραγμα τικίΓ Έστω £ίκ)ΐο 

χίΐα,βΚ Τότε για, οβοιαδήιοτΕ διαμέριοη Ρ του Ια,Ρ] είναι ίη^κο=Ι|^. 

ΐυνειως 

ι·<ρ·ί)’έ%>ννι) 

= έ«<ννι> 

=« Σ 

= θ{ (χ, )Κ« ,-*!)+· · ·♦ ί ν*„-111 

=θί)(^-κί)=<:(β^α> 

»αι * 

V Ψ 
υίρΤη= Σ^ίκ^ς,^ϊ**: Σ (*|Ε-Χ|ϊ_1)ββί>'·ι 

"Αρα Ι^οίβ-α)^ και είομίνωΐ η £ Είναι ολοκληρώσιμη οτο Ια,β] 

και 

| ί(χ)<1χ= ^ ο*ΐ1χ=<3' (Β-α ) 

Παράδειγμα 2.2* 

ΊΕοΤβ ί(χ )ϊκ ,χ £ [ 0,13. Χωρίζουμε το 6κίοτημα ίΰ*ΐ] οε ν ίοα μιο- 

ϋιαατήματα, ιαίρνονταζ ότοι την ταρακάτω ακολουθία Φιαμερίσεων 

λφαΟ η ί είναι αιΐξονοα οονόρτηοπ θα ιαίρνει το Ιηίϊηιυ» και το ου 
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ρτ’βϋΐτιπι ατρ τυχαίο νιοόιόστημα [ * ~ν"] * αντ^τβ**Κπ στο αριστερό 

καί θεξιο άκρο,, 6»ίΑ. 

η, = 
Ιί ν 

λ~1 „ 3ί 
καί «^-Γ 

Εΐίαης κ]ί_κ^ιί"^"* I**!*®·-· .*ν* ΕυνειΛς: 

«Ρ,.^ϊνννι^έ-^’Τ 

= ίο»ι+*»«+ίν-η)= ^"])ν =4- ί1™) ν1 ΐν1 2 \ ν / 

και 

ίΚΡ „χ >- £ Μ*!*.ϊ= Σ “Τ * ~τ 
V I Β | ^ ™ Κ™ϋ |^| ν "V 

= Αρ <!«*·■ *+* >= -3^- = τ (»+ τ) 

Αφοΰ τα οόνΰλο των διαμερίΟΕυνί {Ρ^ν € 1Ν) <·ίυαι υχοΰΰναλο ταυ 

συνόλου όλι:ν των -ί ιαμερϊσε-ΐιΐν 31 ί Π . 1-ί 0* ί] ρ υνντ ταγεται <(ΐίΐ 

™^3ΐιρά(Ρ ,χϊ,ν είΝ ϊ < ηφ{ΜΡ.·)»Ρ€Τ(ΐ))β^ 

υ^^ΐηίΐυίΡ,χί,ρ είίΐ)} £ ΐηί{υ(ίν1*)νν€ιν) = ^ 

ή,ηί'ϊδό “ ** -ίρ και α'ρα Ιγ*θ£*^" . 

Αυτό σημαίνΕί ότι η £ είναι ολοκληρώσιμη στο [0,1] και 

( *όχ= -— 

Παράδειγμα 2.3. 

βιωραΟμι: την συνάρτηση Γ: [0,1] -* 3Κ με 

γ<*>= |1 
! ο 

1, χ ρητός 

χ άρρητοι; 
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Αν Ρ={χβ Τχ1 ρφ ». ϊΧ^ί είναι μία Αιαμίριοπ του [ αρ 13* τότε α*οό κάθε υ- 

ιοΛιάστημύ της εεριέχει και ρητούς "«μ άρρητρυε, θα έχουμε: ^-0 και 

Η^=1. Ευνεεώς 
ΙίΡρί)=Ϊ3, υ<Ρ*ί>=! 

Αυτό συνειάγονται ότι 1*^=0 και 0^=1, 6ηλ* Ι<£ είθμένΜ*ς η ί 

^ ^ ^ ^ ^ ^ (ΐ ^ ολοκληρώσιμη οτο [ 13 * 

θα τελειώσουμε την παράγραφο αυτή απαδεικνύοντας ένα 

βασικό θεώρημα * που οφείλεται στον ΟβΓ&ομχ* Για τον σχοιίό 

αυτό χρειαζόμαστε τον επόμενο Ορισμό και το Λήμμα» 

Ορισμός 2,3* Για κάθε όιαμέριση Ρ του I-{α*01 το μήκος 

του μεγαλύτερου υποόιαστήματος το λέμε πογ® ή λεπτότητα της 

6ιαμερίσεις και το συμβολίζουμε με 1|Ρ|1 ή ΜΡ)· &πλ* 

Π Ρ[| -πιμχ{χ1-χίϊχϊ^ι 

“τιαχΐ £χ1( -χ1ί_1) ,1ι*1»2 . * -. >ν} 

Λήμμα: Υποθέτουμε ότι |£ίχ)|<Κ» νχ € [α, 31*1,' Εστω Ρ* 

είναι μια λεπτότερη όιαμέριση του I, που προκύπτει προσθέ¬ 

τοντας ηι σημεία σε μια όιαμέριση Ρ του Τφ Τότε: 

1(Ρ,£) * 14Ρ*,£1 * 1(Ρ,£ϊ+2Κ·||Ρ|! (Π 

και 

υ(ρ,Γ) > υζρ**£) > σ(Ρ,ί)-2*Μ||ρ|ΐ {ΐ\ 

Απόδειξη 

Ετπν Πρόταση 2*2 αισόείίαμε ότι Ι(Ρ,ί) < Ι>{Ρ*,Π. Ιυνειώς αρκεί 

να αιοΑΕίζαυμι; ότι: 

ϊ,ίΡ*,£>-!.(Ρ,Π * 2Κπι|| Ρ|| 

Η ατόθειζπ θα γίνει με ε*αγνγΛ» *Εστω αι=1 και χ είναι ένα ιαραιόνω 

σημείο τηί θιαμέριοηϊ Ρ=1χ0 .χ^»-***χν1* Τότε α*ού -Κ < ^ ί Κ θα 
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έχουμε 0<Α'-ιι < 2Κ, Παρ^υύ ΐΛ έχουμε; 0 < ™" -® ί 2Κ. Ευνίκώς η μ μ μ 11 

ι,ί ρ· ,ί >-μ ρ,ί ι·(·μ·-·μ) <*-%.! »♦<■/-% >< ν*> 
* 2Κ(Κμ-*ιι.1) «ΪΚ||Ρ|| 

Υτοβέτουμτ τώρα είτ τα οτάλοκα η-1 σημεία ΐροστίβΕνται, ένα χροΐ 

ένα. Τότε ε ιαυαΛαμβανσυτας την ιαρανίνω 6υαίε«ασία » φορές εαίρνουμε: 

ΚΡΛ,ίΙ-αΡ.ί) < 2Κ·]) Ρ|| 

Αηλ. την «ρώτη ανισότητα- Για την δεύτερη α^τΐΐ να εφαρμόσουμε τα ια- 

ρατών«ιί στην -I.· 

θεώρημα 2.1. {θεώρημα ταυ 0* Γόου*}. Έστω ί:Ι ■* ΙΡ μια 

φραγμένη συνάρτηση. Τότε για κάθε ΐ >0» υπάρχει & >0 , τέτοιο 

ώστε: 

ΙΗΡ.ί) <1ί|τ+ε (1) 

ΜΡ.ί) >ί£*ε {1\ 

για κάθε όιαμέριση Ρ του I, με ΠΡ||< &- 

Απόδειξη 

Ας «ισόείζουμε μόνο την (1), μιας καν η (2) αίσΑει,*νι&ετΐΐΐ ανόλύγα. 

Αφού η ί είναι φραγμένη* &α υιόρχει Κ>0* τέτοια ώστε; 

|έ(χ)| * Κ, V* €1. 

Αχό την *αραΐ ήρηαπ 2.1 υκάρχει διαμέριΰη Ρ) τον I, τέτοια ώστε: 

0(2*,Ο <ντ ί3ϊ 
%ατ* ^{■1Ιχιν...»·Β+1}· Αν τώρα Ρ είναι, τυχαίο διαμέριση τοα I, 

ας είναι Ρ*=Ρ ϋΡ*, Τότε η Ρ* είναι, Ανετότερη αηό την Ρ5 και αρα β- 

κό την Πρόταση 2,2 έχουμε 

Ε*<:νΜ |Γί*)$ < Κ, αεί τα Λήμμα αφού η Ρ* έχεν τα ιάλύ α εερνααίτερα 

σημεία αεί την Ρ, έχουμε: 

ν<Ρ,Τ)~2Κ·||Ρ|| <0(Ρ**ϊϊ <5> 

Αεί τις (3). (4) καε (5) αν ||ρ|| <*= ^ ^με: 

ϋίΡ^Χ^ + -|· +2Κ«| | Ρ| | <υΓ+ε * 

| 2.3. ΔΕΥΤΕΡΟΣ ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΟΜΑΤΟΤ ΚΑΤΑ ΜΕΜΑΝΗ 

Σκοπός μας σ’αυτή την παράγραφο είναι να δώσουμε ^έναν 

διαφορετικό ορισμό για το ολοκλήρωμα του θΐ^ηφητι ρ που όπως 

0α δρόμε είναι ισοδύναμος με τον πρώτο ορισμό. 

Στην προηγούμενη παράγραφο προσεγγίσαμε το ολοκλήρωμα 

μΐοζ συναρτήσεις υ£σω των άνω και κάτω αθροισμάτων της. Οι 

I αριθμοί και ποο εμφανίζονται σ’αυτά τα αθροίσματα 6εν 

είναι αναγκαστικά και τιμές της σσναρτήαεως {αυτοί είναι τι~ 

μές της ί αν η £ είναι συνεχής), θα αποδείξουμε τώρα ότι το 

,.1 
ολοκλήρωμα | £(χ)όχ μπορεί να θεωρηθεί ως όριο μιας ακο- 

■/ί 

* λουθίας αθροισμάτων, στα οπαία τα και ιι^ αντικαθίστανται 

από τιμές της £, 

Έστω Ρ-{χ# ,χ4,χν> μια διαμέριση του διαστήματος 

ία,β). Το σύνολο Ξ«1ΐιΡ^,,-,,ξν) το οποίο περιέχει το πολύ 

ν σημεία με την ιδιότητα: 

ΧΧ-1 * ^ * *Χ» ΐΕ"ΐ '2*->Υ 
4 1 

λέμε ότι αποτελεί μια «πι&αγή ενδιάμεσων σημείων της Βιαμέ' 

ριαης Ρ, (Βλέπε σχήμα 2,4). 
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ί, ί* 

ύ-ϋ* 1, 

***** 

ΐχήμα 2.4 

Παρατηθούμε ότι δυο διαδοχικά σημεία του Ξ μπορούν να 

ταυτίζονται.. 

*Εστω τώρα μια συνάρτηση £ ορισμένη στο Ι-Ια.βΚΡ μια 

δισμέριαη του I και Ξ μια επιλογή, ενδιάμεσων σημείων της Ρ. 

Τότε ορίζουμε ως άθροισμα του ΚΙβοίΛπη της ί που αντιστοιχεί 

στην όισμέριαη Ρ και στην τυχαία επιλογή ενδιάμεσων σημείων 

της Η* τον αριθμό 

5(Ρ.ί.Ε|- έ ίίϊ^Μχ^-Χ^) 

Είναι προφανές ότι για την ίδια διαμέριση Ρ τυυ I υ¬ 

πάρχουν άπειρα αθροίσματα του Κίεπιμιιπ που αντιστοιχούν στις 

διάφορες επιλογές των ενδιάμεσων σημεία της Ρ. 

Σχήμα 2+5 
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Στην περίπτωση που η £ είναι θετική και συνεχής (Βλέπε 

σχήμα 2.51 το άθροισμα του Βϊσπυιηη παριστάνει γεωμετρικά το 

ρμβαδό τπς ένωσης των ορθογωνίων με βάση και ύφος 

π V- 
Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι σε αντιδιαστολή με τα άνω 

και κάτω αθροίσματα, το φράξιμο της £ δεν είναι προϋπόθεση 

για να οριστεί το άθροισμα του Βίεπιαπη. Αν η £ είναι φρα¬ 

γμένη* τότε για οποιαδήποτε διαμέριση Ρ του I. και οποιαδή- 

ηοτε επιλογή ενδιάμεσων σημείων της Ξ, έχουμε: 

< £(ξ^ϊ < Ιτ-Ί ,2*. ,ν 

και 

, -X* * χ μ -1 ,ζ *«],> ( ΧΙι-3ίΐΕ-Λ 1 < Σ ι-> ^•Η-νι’ 

Συνεπώς 

ΚΡ.£) £ 5(Ρ,£*Ξ1 < θ( Ρ* £) 

Αυτό σημαίνει ότι το άθροισμα του Βϊσιοοηη της £ που α¬ 

ντιστοιχεί στην διαμέριση Ρ, βρίσκεται μεταξύ του κάτω α¬ 

θροίσματος και του άνω αθροίσματος της £ που αντιστοιχούν 

στην Ρ* αδιάφορο από το πως θα εκλέξουμε τσ ενδιάμεσα ση¬ 

μεία της Ρ. Αν τα κάτω και άνω Φράγματα και της £ στα 

Εχκ-ιίΧχ*· Ιί*1 *2,, ν είναι και τιμές της συναρτήσεως. τό¬ 

τε ία κάτω και άνω αθροίσματα είναι ίσα με το άθροισμα ταυ 

Εϋοηαηη, για μια κατάλληλη εκλογή των ενδιάμεσων σημείων .Γε¬ 

νικά όμως αυτό δεν ισχύει (αφού τσ πι^ και Μμ. μπορεί να μην 

είναι τιμές της £ϊ. 

Παρατήρηση 2.5. 

Είναι ΐίίκολο να όνόμε άτι Τ& κ^τηι· άθροιομα είναι ΤΟ ιοί ϊιπατη του 

συνόλου τ^ν αθροιαμΕίταν τΰυ ΗίβΜΐιη* εν» ίο (ίνω άϋροιπμο είναι το βιι- 

ρΓ ί'πίν.πΊ τον συνόλου των & θροισμάτων τοιί ΚίβΜηηαν η ^ είναι συνεχής 

ίίουγματίκί έχουμε: 
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ΜΡ.ί^ένννχ* ΕωίΚΐ,,ϊιε^ Ε1νι·νι·<\-νι) 

=1ηί { έ ί(5|,><ν*|,.ι>ινΜ-!.ν,*1(-1 * Η ^ *1ι I 

=ίιΐιϊ{51Ρ,£ϊϊ)ϊ = εΐιλβγή εν6ιάμεβι*ν σημείων τπ& ?Κ 

και ανάλογα 

9 * 
ίΙ(Ρ,£ ϊ = Σ Σ βυρίΓί ζ^)! ^ ^ 

"5ίΐρ | Γ(ξ^)( Κ^_^ Ϊ1 V ^ 1»ί*< » * * ^ * *)£—1 ^ ^ ^ **)[} 

=3ϋμ(£(Ρ1£ιΕ)ΐ Ξ ειιλογή Ενΰι<ίμ<:σων σημείων της Ρ)- 

Είμαστε τώρα σε θέση να δώσουμε τον επόμενο 

Οριομός 2*4. Μια συνάρτηση £ θα λέγεται ολοκληρώσιμη 

κατά Ηΐβοβηπ οχο διάστημα Ι-Ια.θ) αν υπάρχει ένας αριθμός Α 

με την ιδιότητα: Για κάθε ε >0, υπάρχει 5 >0 τέτοια ώστε 

κάθε άθροισμα ίου Πϊβιηίΐηη της £ που αντιστοιχεί στην διαμέ- 

ριαη Ρ-ίχ,,Χ!.ταυ I με ||Ρ|| <ό ικανοποιεί την ανι¬ 

σότητα: 

|51Ρ,ί,Ξ)-Αΐ <ε 

για κάθε επιλογή ενδιάμεσων σημείων Η της Ρ, Ο αριθμός Α λέ¬ 

γεται ολοκλήρωμα του Κί&Β,Λπη της £ στο I και συμβολίζεται 

με | Πχϊάχ* δπλ* Α“ £ £(χ)άχ 

Παρατήρηση 2,6. 

Ο ορισμός 2*4 λέει άτι η συνάρτηση Γ είναι ολοκληρώσιμη ΰτι I α« 

το ΙϊηθίΡ,ί,Ξί υαίρχει όταν Π Ρ|| -» 0 χαι τότε 

11* £(Ρ,£,Ε)ξ Γ έίκίάχ 
1Π-* 4 

θεώρημα 2*2, Αν η £ Ι·[α,β] -· ΙΚ είναι ολοκληρώσιμη στα 

I σύμφωνα με τον ορισμό 2.4, τότε αυτή είναι φραγμένη στο Γ, 

Απόδειξη 

Ας νκο&έσουμε ότι η £ 6εν είναι φραγμένη στο 1= [ο,β], Αφοά είναι 

ολοκληρώσιμη οάμ^ωνο με τον ορισμό 2.4» 6α υιάρχβυν Α>0 και. 6>0 τέτοια 

ώστε αν Ρ = {κ^χ^. *.φχν) είναι μια όι&μέριοη τσυ I με [|ρ]| *«ι- 

= - ιί^** * * *£νί μι* «ιλαγ4 ινόιπμεσων σημείων της Ρ να έχουμε: 

|5{Ρ,ΐ»3}-Λ{ X «ν'νν!1-* <1 , (I) 

ίταΰΕροταιώ μια ΰισμέριση Ρ. Τότε τουλάχιστο σε ένα τμήμα της Ρ,έαίω ,ο 

Γχ^ κΊ = Σ^* η ϊ όεν είναι φραγμένη, ·3φοό όεν είναι* φραγμένη στο I*Αλ¬ 

λά τότε η (1) γράφεται; 

Ιί(νίννί>|' Ι(=1 
ιΜλ 

< 1 

1«ϊ,>|4 
’λ "λ-Ι 

14 Σ, «ν(ννι'·' 
Ϊ5 = 1 
Μλ 

ί 2Ϊ 

Ας σταθεροποιήσουμε τώρα όλα τ = Μ λ, λ =1,2,,,,ν. Τότι το Αί- 

ζΐ4 μέλος της (2) είναι στα&ερόιΓ σριθμός. Αυτά όμως οημαίνιι ότι η £ εί¬ 

ναι φραγμένη στο ίλ* κράγμα άτοϊο, Ειομίνως πυ η ί *:ίναι ολοκληρώσιμη 

στα I, τότε αυτή είναι φραγμένη στα I. 

Θα αποδείξουμε τώρα ένα Θεώρημα που είναι ανάλογο με 

το κριτήριο του 0»υς6γ για τις ακολουθίες, και αωορά τα α¬ 

θροίσματα του ΚίοΐΒ&ηικ 

θεώρημα 2.3. Μια συνάρτηση £ είναι ολοκληρώσιμη στο 

Ια,βΙ, αν και μόνο αν, για κάθε ε >0, υπάρχει 6 >0 τέτοιο 

ώστε αν Ρ1 και Ρ2 είναι δυο όιαμερίσεις του ία,β] με ((Γ^Π 

< δ και ||Ρ,|! <6 να έχουμε; 

ΙδίΡ^ί,Ε^-ϊίΡ,ρί,Ξ,)! <ε 



για οποιοσδήποτε επιλογές ενδιάμεσων σημείων Ξί και Ε, 

διακρίσεων Ρ, και Ρί αντίστοιχα. 

των 

Απόδειξη 

Έστω ε5τι_ τι Ε είναι ολοκληρώσιμη στο [α,β] 

ίΐΛΜχ 

και 

Τίτε, για πί·* ε >0, υΐόρχει 6 >0* τέτοιο ώστε για ϋϊς τιί ΰισμερί- 

σεις Ρ| χαι Ρ2 του [*,0ΐ με ||Ρ||| <$ »*ν \\^ι\\ »“*- 

οιοιιιδΛιοτε ετιλογίς εν&κίμεσων σημείων των* έχουμε: 

ΙβΐΡ^ϊ,ϊ^-Αΐ <-§” 

|5ίΡϊ,ί1Η1)-Α| <γ 

Ευνίτώς 

|ε(ρ1.Γ.ϊι)'8<Γι.*.ϊι>Ι *|5ίΡι.ϊ.Ει>-*Ι»! '·!’ ·ί·->,'Α' 

«ντ£«ρΟ*α τΑ», ΐτν «Λϊ * >0, ««·««'· *ι >0 

γ1Λ ,ν,.ίΐϊ ^«ρίοΕνί Ρ, “£ *. ** II ΜΙ <4> “1' 11 Ρ“11 <βι 
να έχουμε; 

ΙδίΡι,ί,Ε^^Ρί,ΜίϊΙ <_Γ 

^Οεΐιΐ γνωρίζουμε* για Δοσμένη Διαμέριση ?ι *αι οίοιαΛήϋστε ϊ"-· 

Χογή ενΔκίμεσων σημείων τηϊ* το ΒίΡ^Γ,Η,Ι βίναΐ φραγμένο ατά τα 

ΜΡ^.Ρ) και ϋ(Ρ;,Ρ). Εννειώς η ακολουθία 3(Ρ|*ί,Ε|>. Ρ* € ΤΟ) Τβ4ν 

α&ροιομ<ίΐων το*» Κΐ*““η είναι φραγμένη. ΕιειΜ ™*8ί φραγμένη ακολου¬ 

θώ* έχει ένα σημείο συσσωρεύσεων * έστω ότι 

11* δΐΡ.^^Ε,ϊίΑ 
(Μ-* 

βτ*®Μ γιο *ϊ*ι ε >0, ν«ίρχει Δ* >0> τέτοιο ώστε για «ίΔε Διαμέριση Ρ% 

με 11 Ρ! 11 < Δ* και οιοιαΔήιοτε εΐιλογΑ ενΔιώμεσων σημείων τπε, να ι¬ 

σχύει: 
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ΙβίΡ,,ί,ϊ,Μ) <-§- 

'Εαΐω 6=αΐηί&,,Δ*), Τίτεΐ 

μίΡί,Ρ,ϊ,Μ * |5(Ρ1*ί»51)“5(Ρ1,ί,Ξ1>1τ 

+ |3(Ρι νΡ|Η| )Ά| < + "§■ =€ 

αν 11 Ρ2 |! <β* 

ΙιΐϊΙΒίϊ Ιί* 51Ρι.(,2ι)=Α. Έ«>· λβι··»* ™ „*£■ 81Γ·Γ·Ε> 
με,κ-ο Ι1Ρ11 

ΐίίρχει, τον σημαίνει ύτι η Ε είναι ολοκληρώσιμη,· 

Παρατήρηση 2.7* 

6Μ((.6Λ Μ»ί,ι το ί^ρπιια ϊ.ί, γν· «υίΐ ίο ί^ροίμρ 
* „ ν « <ι Τ Λ ο * ι. ί ««£*Τ^Β1 ον «οουόςουμί 

1011 ιρΛτο Λ τον δτΟτερ» οονονί γνο ΤΟ οίοιιλιίρωίια του ΚίοηβΙΜ). 

Γίαοατήρηση 2.8. 

Ετιί εφαρμογές -υνήβως ηε «ιΛμώμεσα σημεία Διαλέγουμε τα αριστερά 

ή τα Δεξυί ακοα της Διαμε^ίσεως. 

Παράδειγμα 2.4, 

I*3 ϋ 
Είναι ] (3κ+ΐ3<)Χ= — 

Πραγματικά* Έστω Ρ=(κ? ,χιμ<Λ Δυλμίριση τοω £Μΐ η °_ 

τιοί* χωρίζει το [1.21 σε ν ίσα υιοΔια ο τάματα, του το *<ί*ε ένα εχει 

νΛ«.ί «γ· ΙΙΗΙ*-—*0 *““· 

1τι ** ρν 

όηΧ. 

Ρ- 
1 

Διαλέγουμε ως ενΐκίμεσα σημεία τα Δεξκί ίίκρα της Διαμέρισης Ρ και σχπ 

ματίζουμε το ιί&ρσισμα τον Ρΐ4Μαα. 

δΐρ,ί.Είϊ'έ ί<κ^)<*|ί-^_1)3 
1*1 ν 



1 £ I *(ι-τ)η I * Ή έ -$■«£·*■*.±·*ψ· 

Εσνεΐώς 11η 5(Ρ.ί,= >=4+ = ~ = Γ (3χ+ΐ)άχ 
Ι^^^-β· 2 * «/, 

Ας υπολογίσουμε το ταρατάνω ολοκλήρωμα, θεωρώντας ως ενδιάμεσα ο η - 

VI*** 
μεία το μέσα των τμημάτων της διαμίμιαης Ρ* θα ίι'να^ ~'~ 2 ' " 

)(>1|2|Μ*,ν 1101* ΪΤΙΰμίΛΛΙί 

ν ν 
δίΡ.ί^ίί I ίίξ^Κ^-Χ^) = I Οξ^ηΗκ^^^) 

Κ»Ι Κ*1 

4^ {*1'4-1>\11 'ννι>3Τ4 

βα ππαότίξαυίλί χώρα όι ι οι δυο οριομοί για το ολοκλή¬ 

ρωμα του Κΐοιηαΐΐη είναι ισοδύναμοι. 

θεώρημα 2.4. Οι ορισμοί 1,2 και 2.4 είναι ισοδύναμοι 

Απόδειξη 

1 ϊ Ορισμός 2Λ -*■ Ορισμό 2.4. 

“Εστω ίτι I) φραγμένη συνάρτηση £: Ι^Εα,β] -*■ ΙΑ είναι ολοκληρώσιμη 

Οόργωνα με τον ορισμό 2*2. Τότε Ι^υ^-Α, Έστω Ρ μια διαμίριση τον 

I με ί|Ρ||< 4* Τότε* για εΧϊ, αιό τα θεώρημα 2*1 ταυ Οβτ^ουχ, όχου- 

μϊί 

Ε.ί-ϋ<ΜΡ ίίϊ^ΟίΡ,Π^μ^+ε ίΐ> 

Αλλά 

ΜΨ,ΨϊχΒ&,Ϊ.ΈΐξΐΗΡ.Ϊ} {2} 

για οιοιοδήτοτε άθροισμα του ΚίβΜππ, ίου αντιστοιχεί στην Ρ και για 

κάθε ειιλογή 3 ενδιάμεσων σημείων της. 

Λιό τις (1), (2) και α*ά το ότι Ι^υ^Λ εαίρνοσμε: 

Α-ε <3{Ρ*ί*3) <Α+ε 

αν ||Ρ||< 6, δηλ. τον Ορισμό 2** 

ΙΟΙ 

Ορισμός 2.4 —>Ορισμός 2.2 

Έστω ότι η £ είναι ολοκληρώσιμη σύμφωνα με τον Ορισμό 2.1*. Τότε 

(V τ >0 )(□ 6 >ο)ίν διαμίρισπ Ρ» με ||Ρ|| < 6) (V εχιλογό ενδιάμεσων σημεία 

της ΑΪ να έχουμε: Α--|<5ΪΡ»£,ΞΪ<Λ+-|* 

Λ ιό τον ορισμό των και γπ^ υιάρχουν ξ^,ς^β : 

1"ίΓΡό7<ίίίι<) "ι ' 
βολίζοντας με (χ^-χ^^) και αθροίζοντας ταίρνουμε: 

υίΡ.ίϊ -|<5<Ρ^.Ξ' }< Α+| και Α - | <5ί ?,£,=")< Ιί Ρ,ί> *| - 

Ακό αυτός έχουμεί 

1^-1^ «υίΡ,η-ΜΡ,Ο < 2ε( V ε>0 

ίου σημαίνει ότι υ = Ιι και έτσι ταίρνουμε τον Ορισμό 2*2* 
* Γ 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ_ 

(Ολοιαόρυμο ΑΙ«ιη3ηί>-511β1ΐ^©5) *+Εστω £.β;[α,β} ^ ΙΑ.Θα 

λίμ€ ότι η £ είναι ολοκληρώσιμη «ατά Κίβ»:ιηη-5ΐΐβΐτ3«$ ως 

ττρος την η σϊυ |α.3Ι* αν υπάρχει αριθμός 1 με την ιδιότητα: 

(ν γ >0Η3 6 >0Ϊ(Υ διαμέριοη Ρ ταυ [α,β}Ην επιλογή Ξ ενδι- 

άμεσων σημείων της Ρ) να ισχύει; 

11*11 < 5 * Σ ίίΐ^ϊίβίχ^ϊ-κ^^.χΠ-ι < ε 

Γράφουμε 1« | £(χ)ύ§1*}. [Παρατηρούμε ότι για &ί*)*χ. ν χ€ 

[α^β] έχουμε το ολοκλήρωμα του Βχοπίθηηϊ, Να αποδείξετε ότι: 

α| | £ίχϊ(1βίχI^0 με £ αυθαίρετη και β(χϊ-ίί. * σταθερΐ 

β) | ω£|χϊ“ΙιΙβΙίη-Β(αϊΙ με β αυθαίρετη και £(χϊ«Κ. 
-■ 

β) Ι’.^χ'-τ 
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Απύβειξη 

11 > Γι,α βιοι-ιΐΰ1*βϊΕ θμαμίρεαη Ρ τον [»,β] κι'* οχομαβήίοτί £<*■“ 

Χογή ενδιάμεσων σημείων της Ρ θα έχονμίί 

έ * < ί κ >ι*<* * >**< ν ι > *= έ *< <κ ><1"-χΐ 
Ι·Ι 

<4ηλαΜ ίο ολοκλήρωμα «αχί Κ1«Μηπ-Μ1®1Εί«0 οκίρχον θ'* «*<*““ " { 

Οιν «ίναο ορωγοίοΐ οτο [ο,β)>· 

ρ) θα έχουμε: 

Σ »<«„>£*( =0-*<«ν.· >3=ι< έ 1β1**>'*<*>·-ι,,1|'1,<ί>'β<·)1 
I .! * * *“Ι 

5ηλ. ί Μβ<κ)=λΙβ(β)-ϊ(α)1 

γ) θεωρούμε την δμαμίρμοη %* { ■ * ” 11 | *νΛΐ,ΐίμ 

υημεώι ™ δεζμίί των τμημάτων της &νακΙβίοητ* ^ ίχοομε: 

Σ «ν^ν^'νι’^ί,Γ ("ν)!®(ίγΜ"^)] 

_ Γ^ϋίΐ.^ϋΐ έ Ο**-*) 
“ ~ ν ί ν* V1 1 «’ ίΓι 

εί>α 

= “Γ ΙίΣ*2-!*} 
^ I ί·ι I*» I 

= Λ— ίϊίΐΛθί1*** *+ν* >-{ Γ*3+*··*ν)1 
ν1 

1 1. ν{ν4ΐΚ2ν+1> ν(ν+1)_ 1 ΐν+1)(*ν-1> 
= ^τ ρ——Γ" " ϊ I " 

Συνεχώς 

ί' - , (νίΐΧΟϊ-Ι) -1 
^ χϋχ =Ηη-5^5-3 * 

. 

Ί 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

2*1* α) Έστω £{χ)=ϋ1ηχ* χ3 [ρ,*]. Μα «·οΑογί«*Μ το Ι*(Ρ»£) χαε υ(Ρ»£ 

χωρίζοντας τβ θεαατημα [θ*ΐ] οε 3 Α θ ίοα οιοδμοατήματα. 
ί 8 

β) Να υτοΐογμοετκ τα [,(Ρ*£) καμ υ(Ρ,£> αν Ρ= (£>, — ,ϊ* — ψ2] »αμ 

£(κ>ΐ1, 0 <^χ < 1* £(χ)«χ+1, 1^χ<2, ί(χ) ϊ4, χ = 2* 

γ] Έστω £(χ)-4-χ# χβ [1.3], Μα νιαλογίοετε τα ΜΡ,£} χαμ ϋίΡιί) 

χωρίζοντας το [ΐ »3] σε ν [όσα Τμήματα* 

2 
2*2 ^Να αχοδείζετε ίτμ η £(χ}~χ „ χ€ [θ»ΐ] είναι, ολοκΑ,ηρώίίμμη. 

2*3. Ηα αποδείξετε ότι,: 

α) +| | χ | ίΐχ = I 

&> + | £{χ)4χ = ™ ίτισυ τίχί 
ύτ ΰΐκ<1/2 

1, - <χ< 1* 

ί2 2 
2*4. α) Να υίολογίσετε το χ άχ διαιρώντας το Γΐ,ΐ^ ϊί ¥« ν ΐεοα τμήμα 

τα ϋ) με σημεία του μα αιοτε'οιίν γείιίμετμμχή Λρίϋοίο* 

ΐ γ -ι 
0) Γμα την £(χ! = 7α -4χ* χ Β [Ο,λ] να ιιιολογμοετς ιβ 5 χωρίζονται» τί 

[σ,ΐ] 8£ ν ίσα τμήματα χαμ θεωρώντας ως ενΰμάμεβα σημεμ'α τα μί 

ίΐα των τμημάτων τμ; δι,αμίρμστίϊ ■ 

Γβ ι 
γ) Να υΐαΑογμπετς το | Λ* ί) χ^-ιΤζονταΕ τα [ΐ,β] αε ν ίσα Τμήμ 

»αε ιβμρναντας Μς ^ = \-ΐ\ ^ 1ί} ίβίο«η*§ τα ίί&ρομαμα 

Ηί^ΐϊίαιιη, θεωρώντας ΛατίΧΑ,ηλη θμαμίρμα^. 

2*5* ο) Ιήτ» ί,β ι [α,β] +ΙΙ ΰνο ιραγμ^νες ουναρτήοεες με £(χ)£βίχϊ 

¥χβ [ά^β], Κα αιοθεί^ετε ήτμί I» < 1» κομ ϋ _ < υ * 
*' ** χ ο 

0) Αν [ Ρ(χ> \ ¥χβ [α,β] να ακοθείξετΕ βτν: 

0<υ(Ρ1ί>-1ί\Ρ,ί><2«ΐβ-α) 



§ 2.4. ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΥΠΑΡΞΗ ΤΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ ΚΑΤΑ 
ηίΕΜΑΝΝ 

θα δώσουμε τώρα συνθήκες κάτω από τις οποίες μια «αραγ¬ 

μένη συνάρτηση είναι ολοκληρώσιμη κατά Ηΐεηοηπ. Και πρώτα 

θα δώσουμε μια ικανή και αναγκαία συνθήκη, γνωστή ως συν¬ 

θήκη ολοκληρωσιμάτητας του Ηΐοπίθηη* σε δυο μορφές: 

θεώρημα 2.5.{Συνθήκη του Θ1βα&ηπ-Μορφή Α ). Μια φραγ * 

μίνη συνάρτηση £: Ι·[α*£Π ΙΒ είναι ολοκληρώσιμη κατά Βίο* 

ριιπη στο I, αν και μόνο αν, για κάθε ε >0. υπάρχει δ >0*τέ¬ 

τοιο ώστε για κάθε διαμέριση Ρ του 1 με ||Ρ||< &, να ισχύει: 

υ(Ρ,£)-[*(Ρ,£1 <ε (Μ 

Απάβειξη 

Η συνθήκη είναι αναγκαία 

Εστ* ότι η φραγμένη ΰυνόμτηση ί είναι ο ·'ΜΜτ*Η-·ίκμτι. Τότε 

1»^* 11^= | ίίχϊύχ 

'Εαίω € >0. Αΐό τ<? βεώρημα 2.1 ίου ιικόρχει 6 >0. τέτοιο ώπττι 

για χα^ϊ όισμίμιση Ρ με 1| Ρ|| < 6 να έχβυμκϊ 

ϋ(Ρτη <υίΐ-|-^]ΓΓ(κΜίΐ+“- 

βι 

ΙΛΡ,έ) ] Ρ(χ>θκ-^ 

Ατό την { ϊ) έχουμε: 

Γ* 
-ΜΡ,Ρϊκ-Ι ΗχΗ*+-γ 

ί!> 

<2) 

(3) 

Με τρόσθεση των (ί) «οι ί3> έχουμε: 

υίΡ,η-ΐΛρ.ρ) *ε. 

για τιίόε διαμίρισπ Ρ με ||Ρ||< ά. 

Η συνθήκη είναι ικανή 

Αί ατο θέσουμε ότι ισχύει η <*). Γιβ τυχαία Αιαμέρίση Ρ, ξίρουμ* 

ότι* 

Ι,ζΡ,ί) <0(Ρ(ί) 

ή 
υ^-ΐγ * ύ(ρρΓ>-ΜΡ*£ϊ <ε 

Α,ού το ε είναι αυθαίρετοί θετικός αριθμός, ατό την τελευταία σχέση 

έχοοιί ότι ο μη αρνητικός αριθμός ί^-Ι^ είναι μικρότερος σιό 

ηετικύ αριΟμί. Άρα τρόκει να είναι μηόΐν* ο τότε ϋ^*Ι*ί «ι σννε»»£ η 

ί είναι ολοκληρώσιμη,· 

I 

Πόρισμα: Η Φραγμένη συνάντηση £: I -* ΙΚ είναι ολοκλη¬ 

ρώσιμη στο I. αν και μώνο αν, 

1Ι»{υ(Ρ,£)-ΙΙΡ·£))-0 

για οποισ&ήποτε διαμέριση Ρ του 1 με ||Ρ|| -* 0, 

Θεώρημα 2.Θ. (Συνθήκη του Βίβ»·πη~Ηορφή Β>. Μια ΦΟσν - 

μένη συνάρτηση £: I ** 1& είναι ολοκληρώσιμη στο I, αν και 

μόνο αν* για κάθε ε >0, υπάρχει διαμέριση Ρ του I* τέτοια 

I ώστε: 

Ιί(Ρ,£)-ΜΡ,£1 <ε [·** 

| Απόδειξη 

Το αναγκαίο 

*Εστ»ι ότι η £ είναι &λοΐιλημι£αιμη. Τότε Ατό την ιβρβτήρπ- 

οη 2,1 έχουμε ότι υκίρχουν Λιαμερίαεις Ρ[ «ι ρί τέτοιες ώστε; 

ντ* ι(ρ"ί) 
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'Ζϋΐώ Ρ“Ρ: υΡϊ+ Τάτε τι Ρ είναι λεκτύτ ερη και αιί την Τϊ ηι αιύ 

■ πν Ρ2, ίυνιιιώς αιά Τις Προτάσεις 2.2 χοι 2*1 έχουμε* 

μρ^ϊΧ ρ .η * υίΡ,ίΧ υ(ρ1¥ϊ) <ιΐ|+Ί- 

λ«ο ύ Ιί=^ί έχουμε άτι η (**) ισχύει,; 

Το ικανά 

Έστω άτι ή (**} ισχύει* Λ^ού για οισιαδήκστε διαμέριση Ρ του I 

έχουμε: 

ή 

τυμιεραίνευμε άτι 

ΗΡ,Π * ι{ » 1*£ «(>{?„*) 

υ^*: ήρ,*)-!.(?,0 <* 

1^*1^ χυι, αυυειάς η ί είναι ολοκληρώσιμη* ■ 

ΠΜροτήοΓ.οπ 2*9* 

ΐυγ κρίνοντας τις ιαμαιάνκ δυο μσρ»ές της σϋνδήΐης ίου Πίσβοηιη, 

ρλ άκοσμε άτι αιά την άτοφπ του αναγκαίου, η κράτη μορσά είναι ισχυρά* 

τερη της δεύτερης, αλλά αιά την άτοΦη τσα ικανού, η δεύτερη μορ»ή εί¬ 

ναι ισχυρότερη ιπς ιρύτης* 

Παρατήρηση 2*10* 

Ατά το Πόρισμα του θεωρήματος 2.δ καίρνουμε ακόμα ότι 

ΐΜ(Ρ,η=ί ί(κ>ύκ=1ίιευίΡιη 
*Μ 

χι*Λ οιοκιδάεστε διαμέριαπ Ρ του Γ με |[Ρ[| -* 0- Α'λτά ^ϊει* σαν ουνί- 

χεε>α ότι αν και στον ορισμό του ολοκληρώματος του Κίεοβήΐΐ &ε«ραϋμε ΤΟ 

σύνολο όλων των δυνατών διαμερόσεων ενός διαστήματος, για ριλ δοσμένη 

συνάρτηση, η ύΐαρξη και η τιμή του ολοκληρώματος μιορεέ συχνά να εξα¬ 

σφαλιστεί ακά μια ειδικά ακολουθία διαμερίοεων* 
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Παράδί ιΥί*α 2*5* 

Ετο καράδειγμα 2*2 είδαμε άτι η +;3ε5=χ4χ £|0,ΐ1. είναι ολοκληρω- 

* & - Ια 1 _£. I I τότε αιό τους υκσλογισμαύς 
σνμη. Αν ?ν~ | °» “*“*“* * ν 9 ί\ 

ταυ- ιαραδείγματος 2*2 έχουμε άτι* 

11ϋΐ(0(Ρ„.ί )-ΜΡ„.«)=11" ν10 

και συνειώς 

ί κάκ=1ϊ®υίΡ^,Π“1ίιιιφ* (ΐ+-^) = 2 

θεώρημα 2*7. Αν η ίϊΐα,ρί - ΙΚ είναι συνεχής στο [α*β] 

τότε π ί είναι ολοκληρώσιμη στο [α,β]. 

Απόδειξη 

Αφού η ί είναι συνεχής στο κλειστά διάστημα, δα είναι κάι ομοιύ- 

μορφα συνεχής, δηλ* 

( νε >0 Η 3δ »0Μ ν*,^ £[α,θ]>[χ-7ΐ <δ - |ί<κ)-Γ(]τ) | < ^7 Πϊ 

Εεύσης αοσύ π ί είναι συνεχής στο κλειστά διάστημα δα ιαίονει μέγιστο 

χαυ ελάχιστο σε κάδε κλειστά υιοδιάστημα του [αΦδΙ- Έστω Ρ μια διά¬ 

κριση τσυ ία,βΐ με ||ρ||<6* Τότε υκάρχουυ ^ ^χ-Ι***1* Ιγ=1, 

2,.**,ν τέτοια ώστεί 

ί(ξ,;ί=«^ Γί^'3=1\ 

Α^ού τα Ημ μοι είναι τιμές τηϊ ουναρτήϋεβί* ατά την (1) ειειδή 

Ι^ΐ'Ι <6 £*™νχ: 

Ευνεϊώΐΐ 

Ιϊ<ί;)-«ς-)| ^-ϊ5- 

υ<ί.Γ)-ΜΡ.ϊ>=έ"Ι((ννι>·,ζνν“ι<-ι> 



φνν<ννι» 1*1 

1*1 

* ΐτ έ <ννι> 

= 1?Γ <Β·ι)=Ε 

οιιίΐί αι<ί τηυ Οϋνδήχιι του ΒΙβΜΐιη (θεώρημα ?.5ί θ ϊ Εΐ^μοε ο^οκΛηρώ- 

σιμη- * 

Παρατήρηση 2,11. 

Η συνέχί ο στο «ροηγοόιιενο βεώρημα είναι μ η α ν Λ ο υ υ -9 ή- 

,ΐΓν γ ι. α ί Α ο κ I π ρ «51· Μ * 1 ί ®ι βλλ<ί ί X *- 181 

α ν α γ κ α ία, Υιόρχουν συναρτήαεις ίου είναι ολοκληρώσιμες Χ^ί 

υα ιίναι ΟϋΜχ^ΐι ί«»£ Δείχνει το επόμενο 

θεώρημα 2,8. Αν η φραγμένη συνάρτηση Γ:[α,ίΠ -· 1Κ έχει 

ένα μόνο σημείο ασυνέχειας στο Ια,&], τότε αυτή είναι ολο¬ 

κληρώσιμη στο ία*01- 

λνέΐηΐΐι 

'Τατν ο το σημείο ασυνέχειας της ί με σεία,Βΐ, 8ε»ροόμε ϊ"*® 

όιαμέριση ΡϊίχΜΧ,,..*,ϊίν) του [ατ0]. Τότε το ο *α ανήκει σε ένα 

ή 6υο τμήματα της Διαμέριοπί ♦ Ιε *»» ανήκει αν ο=^ι για ^ιοιο ΐ €(ΰ, 

1Β»",νΚ Ας υποδέσουμε ότι το ο εί^ι Διαφορετικό από όλα τα 

Ι,.,.,ν και ότι χ^ <ο <χλ+1 

Η ί στο 1α,χλ1 υξχ^,ΙΪ είναι συνεχής, άρο. 

ί Υε »0)(ΐ δ »σΗ νχ,γ ε[α,χλ] υΕχλ+1,ΐΠ|κ-χ| <0 * Ιί(χ]-Γ(γ>1 <ε (11 

Εκίοης α*σό η ί είναι φραγμένη το «υρτΜίυηι και το ίηίίπιυιιι της ί 

υπάρχουν αε κάδε τμήμα της Δίαμέριστίς* Αί είναι 

1Β < ί(κ) < I* νχ € [α,&) και ΐΐ=«ιρ{£(χ >;* € [*!>« 1 ί 

ΜχκρΙΝχΙιχίΙβ,Χ,^» «<· Μ ♦« 1»^ *« * ·’* ««ί»"1·** 

Διαστήματα. Ακόμα ας είναι 

Μ^ϊαυρίΠκΙι* € ^Ιοί^ϊ*-. -,Α,λ+3,* - **νϊ 

ιπ^-1&£(ϊ(κ>:Η .*,Α,λ+2,,..,ν} 

Παρατηρούμε ότι: 

ν%<ε 

αιό την (1) οφοώ είναι τιμές της συναρτήσεις, σε όλα τα τμήματα της 

Διαμέρισηΐ* εκτός από το 0τ0 οΛΟ<'° ι,{ίϊ^εί: 

Μ-β «Η-πΐι και Η-μ <Η-Λ 

Διαλέγοντας την Διαμέρισπ Ρ, έτσι ι&ίΐΐ (ΙΗ!* ε έχουμε 

«(Ρ,#)-Μ?,ί>* £ («)[-ι^Ι)<^<-χ1ι.1Η<β'·)(0-*)ι>♦ 

♦®4μ*»*Γ,>* Σ^Λ’^-νι1 

<ε((χ,-*·η·--+(:ν*λ-ίΗί “!♦*'*»« ,+· ■' *(ννι“ 

<ε((*Η(β~χλ+11ϊ+ί1* 

<εΐΔ~α )+(ΗΗΒ)ε=<Ρ"ά+Μ-η)ε 

οΐότβ ατό την ουνδήχη του ΚίβΜτιη η ί είναι ολοκληρώσιμη.» 

Πόρισμα; Αν η φραγμένη συνάρτηση Γ:ϊα,£Π -* ΙΚ έχει ηε·* 

περασμένα χσ πλήθος σημεία ασυνέχειας στο (α,Ρ). τότε αυτή 

είναι ολοκληρώσιμη στο [α,0]. 
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ίΐ;.Α6ί ' γμα 2*6. 

3- νυνιίρτηοη ϊ*Ιθ,ΐ] -* ® ιΐ£ 

εεναε ολε χΑηρώοεμη βτα 

^"Ι* -Τ“* ϊΓ· 

ι«, 

19.1). 

0 <χ < 1 

X = 0 

εε'ναε φραγμένη αψοιί: Πρ^γυατεκί* ταρα τηρούμε «ρώτα ότε η ί 

Η\*}\ * 2κ*~ V* €10.1) 

ρ 1 &£ν οίν^ι αενεχΑς στο 0, αφού το Ιϊη εθί ^ 6εν ιΐΐΐΐρχιχ.* 

ί.1%·... Π * εύναε φραγμένη χηε έχτε ένα μ<ίνο σημεύο ασυνέχεεας* 

•ϋ; - ►>. ρήμα 2.6 εέναι,. ολαχληρώοεμη. 

ΓΙαρό^ιγμα 2.7. 

^ττι.1 Γΐ [ %1] -* ΙΚ με 

Πχ1 = 
X, Ο <χ < 1 

1* χ -0 

Γίτι π ϊ εύναε φραγμένη οτα [0,1) *αε δ*ν ε£ναε συνεχής οτο 0. Αρα 

. <<? τι■ βηίρημα 2.Β εεναε ρΑαχληρώοεμη* 

Η συνάρτηση έμΜς 

Ψ 

ϋ(3€ ϊ= < 

1 ■ 

0 <χ < I 

X =0 

Δεν εενοε οΑοιληρώσεμη οτο ία,Ι). ®ν χαε έχει, ένα οημεεο ασυνέχειας* 

γεατί Ατν εε'να,ε φραγμένη. 

θεώρημα Ζ. 9.Αν ί:ία.0ΐ **ΙΚ είναι. μία μονότονη συνόρτη- 

πηρ τότε αυτή είναι, ολοκληρώσιμη στΰ {«,&]. 

ι ι ι 

ΑηόΒειζην 

Ας νκοθέοουμε, χυρες βλάΑη της γενεχιίτητας, έτε Ηα) <ίίβϊ» Αηλ. 

τι Ψ εέναε αύξουαα. Αν Ηα)=ίίΒ) τότε ί(κ)=ί(α}, ¥χ €|α*β) χαε τά- 

Κ τι ί εεναε σλρχληρώαεΐιη, αιέ τΰ ΤΤαριίΐεεγιια 2.1» με | έίκΗχ * ί(α). 

(Β-α). Δεα*,έγουμε ένα ε >0 χαε μεα Δεαμέρεση Ρ^χ^,*,.ταυ 

[α,6] με 

1ΐρΐΐ 1 ττϊϊ-ίϊίτ 

Αφού π ί εεναε αύξοιχ», &α έχουμε: 

V ΤΛ3Χ ίίχϊ=έίχ^) 

V 
ΤΒίϊΙ ϊίχϊ^ίΧ. .) 

■«0*4.·»,] Κ_1 

Συνεχώς: 

ϋίΡρίϊ-ι,ίρ,η* έ ίί(\)’'ί(\.ι1ϊίχί£'χΐ(-ι> 

< ί(Β^ΓΪ3ί {ί ίχ, ϊ ~ί<α >+ί ίχ2 )-ί ί χ ι ί+* * - +έ< Α)-ί <κ^ 1 >ϊ 

■ Τ(ΒΜ(.)·«*<»^<·»·«· 

Άρα» αΐ(3 την βυυ&Αχη τον ΗϊβΓϋ^ηπ, η ί εεναε αλοχληρώσεμη. ■ 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ__ 

1, Να αηοβείζετε ότε: ^ >ίηχύχ = ι:ο5α-εο$3 

ΑπάδειΕη 

Εχςεόή π συνάρτηση ί(χ)=3ΐηχιχ Εΐα,β] εεναε συνεχής, βα εεναε χαε 

ο Ιο χ ληρώσεμη. (θεώρημα 2.7). Γεα τον υβολθγεΰμά Τον 6εαλέγαυμε την εΐ4ΐ 

αχοίουδεα ΰεαμερέΰε^ν: 

Ψ ΐ 
ν 

ατ 
?(Β-α] 

α+ νίΡ~α) =Β1 
ν » ■ ■ ■ * V 



Δηλαδή χαρίζουμε το ΐα,βΐ σε ν ίσο μέρη, οι^τε τα σημεία τη! Λκ*μέ- 

Οίίπί ακοτελούν αρίθμητιμή «ρΰοΰο* Τέτε Είναι II Ρ^Π Ξ “ρ -* 0. θέτουνε 

_, „ 6~ο 
γΐΛ ιυχολια β>~ ~ ■' * 

υ 

Εχηλίατίςουμε το ίθροι,σΐια του ΚΐοΜηη με ενδιάμεσα σημεία τα α¬ 

ριστερά ίηρα τ«υ τμημίτιμν της Δεαμέρί,υηϊ Ρ^: 

5(Ρ ,Μ>* £ϋ*ίίι+ί*-1 )«)'■ 
ι*ι 

-«* £ *1η{α+(ίί-1)») 
*-ι 

/ Μ \ ι έ- ■ \* σΟβ^α-^^ -ΐΟΗ ί β--^-1 

23 ίη^· 

Εΐεΐ-Μ II* ρ-*ί '*3ί&γ 
=1 έχουμε; 

ΒΐηκΙϊΐϊϋηδίΡ^^,ΕϊϊοοΒα-εοΒβ 

Ζ* Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: £ ϊ^χ,ίϊ >α >0 

Αλα π 

Η συνάρτηση ϊ<κ )=***■ €(α,0] ΐΐνοι συνεχές καί φραγμένη *αι ώρα 

εευαί ολοκληρώσιμη. θα διακρίνουμε δυο ιεριττώσετΛ: 

Ο) ■ ο*1. Διαλέγουμε την ιαρακάτω ακολουθία όυαμερίσε^υ: 

Ρ^=ία,·»,αι·* (,. ♦ ,αιο^ίϊ με ** ^ 

* Χρήσιμο τΡΐ»ήθη*£ ο τθιος; 

2»1η γ <5ΐπΐί+β1η2χτ·*4+Βΐηυ*)=ί:θβ γ “ε0Β κ 
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τα σημεία τη* βιαμέρισηΐ ακοτελρΰυ γεωμετρική ιρύοθο* Τίτε είναι 

II ^νΙΙ =β^Μν-1=β--ο 

Σχηματίζουμε το άθροισμα του Κΐαηάπη με ενδιάμεσα σημεία τα αρι- 

οτερά άκρα τ«υ τμημάϊι*» τη* διαμέρίση,Ε Ρ : 

Β , „ η η, ., ν ν-1*_■ ( υ-1 )η 
5{ρ 1£Γ<3)=(α«-α)α +(αω*-α«)α ω τ---+(α« -ο* )α *» 

ν 

=,"1(*-ι)«-+1..·*1(--ι>*·-«·+1·-<ν'1,<“*1,(--ι) 

... 

ΜΙ, .. («η+1)ν-1 _ ·-! _((]Μΐ ΜΙ, 
1 μΓ”*^ΗΓ7 ((Γ * ' 

Μ -1 ω -1 

ω-1 
^Τί“ = ΤΪΙ 
Μ -1 

έχουμε: 

ί χ"4χ>11·Β|Ρ ,£ 
1 ΙΒ+1 

χ+1 

θ) >·-1, Τάτε ®*1=0 καν συνετώς δίΡ^,ί,^-υΙω-Ι) 

Ειειδή α»ν5β ^ «ιειαμέυ*Ε: 

ί «-1 
11η5{ Ρν,ϊ,Ξ )-1ίΛ -5^ (1θ£β-ίΰ^ )=1θ*Ρ-ΐΛ*0 

5. ο} Αν η £;[α,03 ■+ ΙΕ Είναι συνεχής τότε να ατίοΰιί 

ξετε ότι: 

Η, 1^2. έ *(«♦* “) - // 

0) Να ετφράσειε το ΙΙβ-1- Σ Γ (~ϊ~) οον ολοκλήρωμα 
*—*■ ν *-1 1 ν 

γ) Να υπολογίσετε το 6ρισ της ακολουθίας α^,ν € ΙΝ με 

1 —I 
ν*Τ ν+ί ν+ν 



Π4 

Απόδειξη 

α) θεωρούμε την εξ,ής άχολονθία ΰιαμερίσενν: 

Ψν~ I α*α+ ^.«—**-·»} 

Τάτε ] | Ρ^ 11 " *·· * -* Ο* Εχομοτίζουμε το άθροισμα του Μαωοηο με ενδιάμεσο 

σημεία τα δεξιά άχρα των τμημάτων τηε Ρ : 
V 

5(Ρ .(,?)= Σί^-—) 11*11 
V ^τ|, Λ ν ’ “ 

ΐυνεκώΐ (Παρατήρηση Ϊ.Ι) 8α έχουμε: 

;1® 3<Ρ .ί,ίί*1ΐΒ ~ έϊίβίΐί-^-)* ί ΠχΜ* 
ν —♦· ν *-»+* ν 1*1 Α ν * *+ 

β) Εύμΐωνα με το α) για 3=0, β-1 8α έχουμε: 

Λ*. 4έ4·-τΗ'ΓίχΜχ 

γ> Η α ,νΕ&Ι γράγετοι: 

ν V 
ν„^ 1 
ϊ *. ν 

1+-=- 
ν 

1+ 

Έτσι φαίνεται ως η συνάρτηση *ί***^£“ « *5 “-***-*”- β*'νε,' Τουί 

άρους τι>£ αγκύλης. Όταν το ν ■* + · η ΐρώτη χαι η τελευταία ατά αυ¬ 

τές τις τιμές ταυ χ τείνουν στα 0 και 1 αντίστοιχα. Παίρνοντας τί- 

τε το διάστημα 10,1], η £ είναι ολοκληρώσιμη, αφοί είναι συυεχής/θί- 

«ράντας την ακολουθία διαμερίσευν Ρ^= | 0,™ 

το α) 8α έχουνε: 

Η- τΐίι^ί-£■*+■··+—— 1 ~ Γ -τ~ 
Μι+1 ι+— I Α 1+χ 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

2.Β* Μα αιοδείξετε, ρε την βοήθεια της συνθήκη! του ΚίβιβαΐΊιη, άτι οι 

ταοακατίο συναρτήσεις είναι ολοκληρώσιμες οτύ [ 0·*Χΐ = 

αΗ-Γ(χ)=τς 8>τί(χϊ=χζ υΗϊΙχ):*” 

2,7, Χε την βοήθεια τον ορισμοί, να υιολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

4 
Γ* Γ* χ Γ* * 

^ ύΟΒΧίΙχ β) ^ ο άχ γϊ ^ 1θ£Χ£Ϊχ, β ^α >0 

2.8» Να. εξετάσετε αν οι εαραχάτω συναρτήσεις είναι ολοκληρώσιμες:: 

■( 
αΗ*<χ) 

β> Γ(κ1= 

8ΐη — * α <κ < 1 
χ 

Ιί, χ -0 

9ΐη(ΐ/χ) 

0. 

, 0 <χ < I 

X = 0 

γϊ ί(χ)= 
ί ν^. “*χ 

I (7χ-Ε)'1/3, 1 < χ 

< 1 

* 2 

£1 Γ(χ> .(· 
I ο, 

61/ΐ\ 0 <χ « 1 

χ =0 

2 Α, Για κ&ιές τιμές τον ϊε οι ιαρακάτΐι συναρτήσεις είναι ολοκληρώσιμες 

α) ί(χ) = < 

^ (χ^δίη ^), 0 < χ < 1 

0, 

-κ 

χ ^0 

0) ί(·) =χ" ·', Χβ [ο,ΐ] 

2*10^*Ηα εκφράζετε τα ιαρακάτω άρια μτό μορψή ολοκληρώματος: 



1 ! 6 

α)ϋ|τ*5Ι*·*·ν^*· 
+ ** * + ν1 τν* 

,, ( ) 

βι,ΰ?.|—^— 1 ■ 

Τ) 11» | 1 

ρ >-1 

+ 1 .+*--+■ 
γν2+12 Υ^ϊ+ϊΐ ^ν*+ν* 

·> .ΐίΐτ (ι+* ν*+"'* ν '-^ίν— ] 

ϊ I1 * ν* 1 
*Μ& + **"+'ίϊ^7 \ 

$ 2.5. ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ ΤΟΥ ΒΙΕΜΑΝΝ_ 

θα δούμε χώρα μερικές πολύ Βασικές ιδιότητες του ολο¬ 

κληρώματος του Ηϊοιιητιο, Τα επόμενα δυο Θεωρήματα δείχνουν 

τον γραμμικό χαρακτήρα του ολοκληρώματος του κϊσιιαηη, ως 

προς την ολοκληρωτία συνάρτηση, 

θεώρημα 2*10. Αν η Ε:[α,£Ί - ΙΚ είναι ολοκληρώσιμη στο 

Τ*[α,|3) και λ είναι τυχαία σταθερή, τότε η συνάρτηση Κί εί¬ 

ναι ολοκληρώσιμη και μάλιστα ισχύει* 

|\ί(*)άχ-Α | £{*}άχ 

Απόδειξη 

Γνα Κ = 0 το οννιέρορμα είναι ιροψανές, Έοτμ 14® κα^ Ρ-ίχ^χ^*.. 

) Μ^α όιαμίρΜτιι του I* Α*οό π ϊ είναι ολοκλπρώοιμη στο I, τον 

οριΛρΪ ΐ,μ θα έχουμε <ίτι για *ά*ζ ι >0, νιιίρχει 6^0» τέτοιο &πε για **- 

θτ θιαμέμιοη Ρ του I ||Ρ|1 <* ^ εειλογΚ ενθι^ων οημε^ν Ε 

τηε Ρ ιοχύειι 

|5ίΡ,ϊ,“>-λΙ <χ/Ι·Φ 

ΑλΜ 
|5ί*»ΐ£Σ.ΗΗΛ| = ΜΡ,ί·Η>-*Α| 

= |κ|ΐ3(Ρ,ί,1)-Α| <ε 

,συ οημαίνει δτι η *ί είναι ολοκληρώσιμη στο I »αι μ4λιοτα 

| Ι«ίίχ)ίΐχ=ϊί| ΠκΜχ. » 

α α 
*0 

Θεώρημα 2*11, Αν σι Τ, και Ε3 είναι ολοκληρώσιμες στ* 

Ι*[α,01, τότε και π συνάρτηση £|+£2 είναι ολοκληρώσιμη, κα 

μάλιστα ισχύειί 

£(ί,(χ)+ί,(χ))<Ιχ· ζ £, {χ)<!χ» 

Απόδειξη 

*Εοτβ Ρ={κ#,Χ| ,., ,**,} μια όιαμέριοη του (α,Ρΐ και Η μια οιοιο 

Λ^κοτε εϋίλογή ενβκΙμΐσΜν σημείων της Ρ. Τότε το τυχαίο άθροισμά τι 

Βΐϋίΐάπή για την ί 1 ^ ίου αντιστοιχεί στην Ρ και την Η μιορει ι 

γραφεί ως ιζής: 

δίΡ,ί^ί,,Ξϊϊ Σ Ιίιίξ^Ηίι ίξ|ί)Κ*|ί*«([_ι > 

ψ Ψ 
= Σ Γχΐδ^Ηι^-α^^ιΙ+Σ ϊιίξ^Η*^-*^) 

^(Ρ,Γ^ΗΗείΡίϊι^ϊ α 



Μοΰ οι» ίι «α1 είμαι ολοκληρώσιμες ΚΟΤίί ΚΪρίΜΤΐη^ <%%ό Ύον 
2,1, έχΰϋμε ότι για κά^ζ ε >0* υτίρχουν 6ι και &2 τέτοια ώ- 

βτ*ί 

|5£ίρ#ι.Η)-| Ρ,ίχΗκ| <γ ον ||?]| < β4 (2) 

και 

[5<Ρ,£2,3)-£ Γ,ίκΜ*! - | «ν Μ*ίΙ * *2 Ο) 

4υ.λίγουΐ!: ι*.ς Φ=ιι1ηΐ6ι,&ι] . Τότε αεί τις (1)* (2) και. (3) με την 

βι-ήθεια και. της τριγωνικής ανισότητας, ’τίρνουμε; 

[ (Ρ*ί| ί,ίχΜκ-| ίγ(*Μχ| 

<|5<Ρφϊ1,Ι)-|| ί1(κ)ά·|*·|8(Μι*31»£ ί2(κ)ί!χ| < ε 

Αυτό σύμφωνα με τον ^υσμό 2.4 ακοδεΐκνίεΐ το θεώρημα.· 

Παρατήρηση 2«12* 

Γ* 
Αν 6οόμε το ολοκλήρωμα I £{χ)ί1* σαν τελεθεί (ον ενεργεί «όνω 

#· 
στις ολοκληρώσιμες συναρτήσεις, τότε α*ίί τα ιρσηγσύμ» να θεωρήματα ιρπ- 

κιΐιτει ότ ι αυτός είναι γραμμικές τελεστής* (θεώρημα 

2*10 για την ομ αγένεια και 2,11 για τγ γραμμικότητΐι 1, Έτσι αν \ , καν 

Γ? είναι ολοκληρώσιμες στσ I και Μ:, λ2 είναι, τυχαίες σταθερές*τό¬ 

τε: 

Γ {Χιϊ1 (χϊ+1ίίί2(χ)}ΐ1κ->ιι Γ ί, (κΜχ+(ιζ Γ ί3ίχΜκ 
(I 

θεώρημα 2*12, Αν η £:[α,0] * ΙΚ είναι ολοκληρώσιμη στο 

(α,βΐ και α « α, <0! < β* τότε η £ είναι ολοκληρώσιμη οτο 

[θ]·β|]< 

Απόδειξη 

"Εητίιί ε >0* Αφού η £ είναι ολοκληρώσιμη ακΰ την ■’ννθήκη τον ίϊί■■— 
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μο-ΠΠ έχουμε ότι υιόρχει όιαμέριση Ρ=(χ( ,χ4 „ *, * ,χν} τον [α,βΐ τέτοια 

ώστε: 

\ΗΡρ£)-ί.ίΡ,£>= Σ ί^-^Κννΐ } <*. (1) 

Υεοθέτοίφε ότι τα α, και £| είναι σημεία της 6ΐαμέοισης Ρ* εκειΰή 

αν &εν είναι μ ιαραΟμε αλλάζουμε την όιαμέριση Ρ και να ΐαρσυμε μια 

Αιετάτερή της Ρ** τέτοια ώστε: 

υ<ρ**η-ι/ρ*,η ^ υίρ,π-ι,ίρ,η 

(Πρόταση 2.2Κ Έστω λοικύν και @,=κ^. Α*οό κάθε όρος στην (1) 

είναι μη αρνητικές* θα έχουμε: 

1 
Σ! (η^)(χ^_ι3 <ε 

Έτσι η *' * * ·*5^ ε^ναΐ μια Αιαμέριση του [α41β,1 για τη\ 

σισία ιαχΟει: 

υίΡ,ίί^ΜΡ.ΓΪ- Σ ίΜν^Κκ.-χ^ ,) <ε 
ΙριΗ κ * κ κ“λ 

Εονκώς* ακό την συνθήκη τον ΗίβΜΐιη, η ί είναι ολοκληρώσιμη στο [ι,, 

β| 1 · ■ 

Η επόμενη πολύ χρήσιμη ιδιότητα συσχετίζει την ολοκλη- 

ρωαιμόΐητα μιας συνάρτησης £ ως προς το διάστημα στο οποίο 

ορίζεται η συνάρτηση και δείχνει κάποια προσθετικότητα ϋ>ς 
προς τα διαστήματα. 

θεώρημα 2,13, Εστΐι> £; Ι·Γο,0ΐ ■· ΙΚ μια φραγμένη συνάρ¬ 

τηση και έστω ^ με α <ε <0, Τότε η £ είναι ολοκληρώσιμη οτο 

ί, αν και μόνο αν, είναι ολοκληρώσιμη και στο I,»[α,ο) και 

στο Ι|*[ε,ρ}. Σ αυτή την περίπτωση ισχύει 

][ | £(χ)άχ+| ΐ[χ]άχ {*} 



Απόδειξη 

Έστω Ρϊίχ^χ* ,*..*χνϊ μ«ι βιαμέριοη του Ι?Ια,β] τέτοια Αχΐί »ο 

ο να συνίίΙιΤΕί με ι^ίφνο βΐ^ τα ΰηυιΐά της Ρ* ίρτ« χ^=ε» Τιίτι π Ρ 

χαρίζεται, αε δυο όιαμερίοεις: 

^1:^Ι »*1 ΐ' 1 1 *Χ||^ ^ιΕ^υ'ι^·+1 * * * * 

Γιλ οΐΓίαέιίϊαΐΕ ειιλογίΐ τνιΜ^Εβοιν σημείων 1 της Ρ 60 έχουμε 

το βΐΑροισμα τον ΚΙβίΛ^π 

δίΡ,ί,Ξ^έίΙ^Κ^νι^ 

1 ΣΛ^Μν^-ι^,έ/Κ^Χ-,,-κ-!* 11) 

Ας υ<ίδέσουμε ότι τι Γ *ίναι ολοκληρώσιμη στο I, Τέτε ά%ύ το 

θεώρημα 2.12 η ΐ είναι ολοκληρώσιμη *αι στο ^ και <ίτο Ι,.Αυ ]|Ρ||<6, 

,ΐίπτ ιροεαυώς Η ^ ι ϊ I < & Ι|Ρ31Ι< 6 ^ αΐΰ τον 2'* 1~ 

χουμε ^η: 

ρ #( 

|β(ρ,£ρ*η-| £(χΜ*| <γ» |5ίΡ1,Ρ1Βί-^ ί(κΜχ| 

Ρ 
!«(Ρ„ί,=)-| ϊ(κΜ»| «-§· 

Αχ(ϊ τις ανισότητες αυτές με την βοήθεια τοί ίΐ} έχουμε: 

|| £{χϊΑχ-£ ί(χΜχ-| ίΐχΜχ| <ί 

Α|Όΐ1 το ε είναι ηυβαίρ£τσρ ταίρνσυμε την (*)* 

Το αντίστροφο, μιοθέτοντας έπ η ί είναι ολοκληρώσιμη <>** Ι| Μί 

ϊ2 κροκύετει εΰχσλα αιέ την (1>. Αινούμε τις λεπτομέρειες τ»λ αοχτί' 

ση·· 

Πόρισμα: 

•Χν> *1νβΐ 

Αν η £:Ι ■* ΙΛ είναι ολοκληρώσιμη και Ρ-(χ, .Χι* 

μια όιαμέριαη του Ρ» τότε: 

ί ί (χ)άι· έ Γ £{χ>ίχ 
Λ »·ι ’,Ί4 

θεύρπμα 2.Μ. Έστω £; Ι-ίαΈΐ ■* ΙΚ μια ολοκληρώσιμα 

συνάρτηση. Αν £1χ) > 0* νχ € ϊα.ρ] τότε | ίίχΜχ > 0, Ε"1 

πλέον* αν υπάρχει ένα σημείο ε €(α.β] στο οποίο η ί εινα 

Ρ 
£(χϊ<1χ >0* 

I 

Απόδειξη 

Έοτίί Ρ={% »* * ■ **νϊ ΜΙΑ διαμέρισπ του I, Τότε 

η =ΙπΕ{Ρ£χΗ» ^Ι**-!*1*^ * °* Α*1ρ2,.*.*ν 

Ναι. βίρα. ΜΡ,Γ) ΐ* 0- Ιυνετώς 

ΠχϊόχκΒαρίόίΡ,έϊϊΡ £ ίΓίΙ)ϊ > 0 

Ας είνΐι τώρα ο με α <β <6 το σημείο στο οιοιίο η £ είναι, σι 

νεχής* Αν β±α ή ο=β η αεδδειξη είναι ανάλογη. Αρού η ί είναι ο· 

υιχ^ς οτο £* ο ο υ ε εοίγε τα ι οτι υΐίίμχει δ >0, τέτοιο ιίοτε 

ο <ε-Α <ο <β*δ <Α και |£(χ>-£(σ)| < ^-Ρίε) 

συνεχής με £(ε) >0* τότε Γ 

για ίλα τα χ € £ ρο+δ1 

Ειβικί ί<χ) ^ί(οϊ~|-£ίο>= γ£ίο) >0> τια α-6 < χ < ο+ό, Ετίο 

χυ* χίΙί,Ε-ί] υΙθ+0!®] είναι Γίχ) ? 0* Ευνριώς αειί το 9ε^ρτήΐα 2.13 

χαυμε: 

ί ΐ(>ί)άκ- ί £(χϊι1χ+ ί Γ(χΜχ+ Γ ίίχϊίίχ 
έ* Αι Α-· Α*ί 

^ο+ Γ± 
1. ί 

£(θ)<1χ+0 

:^!(ε}{ε*6-(ά-ί)) 

=δί (ο) >0 ■ 
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Πόρισμα: Αν £*£:! -* [β είναι ολοκληρώσιμες στο 1~[α„Ρ] 

και. ί(χ) « ε ΐ X), V* Εϊ, τότε ^ ίΐκΐιίχ « | &(χ)ί!χ,ΒπΙ πλέ¬ 

ον αν υπάρχει ένα σημείο ο €[α,3] στο οποίο οι ΐ και £ εί¬ 

ναι συνεχείς με Ηοί <$*(£:) τότε | £(χϊίΐχ < £ Κίχϊάχ 

Απόδειξη 

Προκύιτει εύκολο με εφαρμογή το\* 'Κγ τρήματος, 2.14 στην συνάρτηση 

μίκ )=ε(χ)-£(χ)* ■ 

θεώρημα 2,15* Αν ·, , Γ ^ Ιβ είναι ολοκληρώσιμη 

οχΌ 7, το ε και η |ί| είναι ολοκληρώσιμη ο το ΐ και μάλιστα 

»σχύει: 

| Γ ΐίχ]4χ| < ί |£(χΐ(άχ 
λ Α 

Πριν αποδείξουμε το Θεώρημα, ας αποδείξουμε το παρακάτω 

Λήμμα: Αν α,Μ είναι το ιη£ϊιαιμη και το ίαρΓείΗΐια της ί 

στο Ια,Ρ], τότε: 

Μ-πΐ"5άρί! £ ί χ, ϊ-ί(χ3 Η ίΧ| **! € [α,ΠΠ 

Απόδειξη 

Έχουμε: η ΚΙίχι ) και £(κχ) < Η, νΧ| ,Χ) €[α,β]* Ληλαδή 

(£(*! >-£ίκιϊI * Η-*, νκ,,χ* Εία(&] (I) 

ΐυνειώς το Κ-« είναι <ίνω φράγμα για το σύνολο 

Α={ | £ίχ1 ϊ^£(χί ) | :Χ| ,χ2 € [α,βΠ - 

'Είϊτμ,ι τώρα € >0 ΰσσμέυος βετικής αρι&μέζ, Ευμψιννα με τον Ορισμό 

τον ϊηΗπι** και ίου Ξϋρτσηυιη της £, υκάρχσυν χ* και *" Εία,β] τέτοια 

ώατίϊ 
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£(χ'ϊ <η+4τ και £(χ") >Μ-*γ 

Τότε έχουμε: 

|£(χ')-£ίχ'#)| >«-π-ε ί^ϊ 

λ ιό τις ί1) και (2) έχουμε έτι Η-π=βυρΑ. 

Απόδειξη τομ Θεωρήματος 2*15* 

"Εαϊΐι Ε >0* Α*ού η £ είναι αλα κληρώσίμπ στο I, υΐάρχει όιαμέ- 

ρισπ Ρ του I τέτοια Αττε: 

ϋίΡ1£Μ.{Ρί£> <ε Ο) 

Ας Γίναι η^-ϊηΓίΙίίχϊΙ ;χ Είχ^,ρ^Π και Ηί-Βυρί | ££χ)| ,χ € ί*^. - 

Τέτε γιο οεοιαδάεοτε χ^ ,Χι € έχουμε: 

Π#|(χ1Ηί|(·1ϊ|*||ί<·|)Ι-|Γ(*ΐ)|! < Ιϊϊϋ,ϊ-ίίκ^Ι < 

Εύμ*»νβ με το Λήμμα θα έχουμε: 

« ·λ 00 

Αεί την (4) με την βοήθεια της ί3) έχουμε; 

Ιί(Ρ,|£|>~ί-(Ρ,|£|) < υίΡ.η-1/Ρ,Γ) <ε 

Άρα η |έ| ικανΰκΰΐεΐ* την συνθήκη του Κίβιοηπ και ουυειώς είναι ί»λο - 

κληρώσιμη* 

Ειςιδή ί < |Γ| και -ί £ |£[ ατέ το Πόρισμα του θελήματος 2,14 

έχουμε; 

I έίχΜχ * |Ρ |£(χ)|όκ 

και 

- | £ίχ)ύ* < | |ί£χ>|ΐ1χ 

Ευνε ιώς | ί *<χΜχ| < ί [£ίχ)|ΐ1χ. · 
Λ 
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Πόρισμα: Αν 11 £ 11 * 5ΐιρ [£(*)] μιας ολοκληρώσιμης συνάρ- 
■ (■Μ 

τησης £ στο [α,β], τότε; 

| ί' £Μάχ\ * 11 £11 (0-α) 

(Δηλαδή το ολοκλήρωμα είναι ένας ψοανμένος τελεστής από τις 

συναρτήσεις στους πραγματικούς αριθμούς). 

Παρατήρηση 2*13. 

Αεί το Γΐίρισμπ τον θεωρήματας 2,14 έχουμε άτι μια αννσάτητα μεταζί 

ολοκληρώσιμων συναρτήσεων μτορεί να υΑοκΑ πρ^θεϊ* τράγμα *ου 6ε ν ισχύει 

για Την εαραγώγιση. 

Παρατήρηση 2.14. 

Γθ αντίστροφο του Θεωρήματος 2,1* δεν ισχύει,. Ας θεωρήσουμε 

ιοράδειτμα την συνάρτηση £;ΙΚ -* ΕΚ με 

1, κ ρητύς 
Ηχϊ* 

-1, κ άρρητος. 

Τότε υ^=β-α και Ιι^χ-ίβ-οϊ1 και άρα η £ 6εν είναι ολοκληρώσιμη 

τυχαίο Διάστημα ία(&]. 

'Ομως |£(χ)]ξ1„ ¥χ £ΙΗ ως Γ |£(χ) |4χ=Α-α 
Λ 

Έτσι η |£| είναι ολοκληρώσιμη» ενώ η £ όχι. 

για 

στο 

Θεώρημα 2*16. Αν η £;Ι-[α,βΙ -* ΙΛ είναι ολοκλτιρώσίμη 

στο I* τότε και η £! είναι ολοκληρώσιμη στο I. 

ΑπύδειΙη 

Αφού η £ είναι φραγμένη στο I και η |£| θα είναι φραγμένη 

στο I, 6ηλ, υΐάρχει Η τέτοιο ώστε |£<κ)| < Κ, Υχ 61. 

Ειίσης * α^ού π £ είναι ολοκληρώσιμη, αιί το Θεώρημα 2.11 έχύΜμε 

ότι ΜΙ η |£| είναι ολοκληρώσιμη. Συνεχώς, Υε >0, μτάρχεί όίαμέριση Ρ 

τον I τέτοια ώστε: 

ΐΚΡ,|£|)-ΜΡ,|ί| ) < 2ΪΓ 

Ας είναι ι^.Η^ ™ ίηίίίηο «αι τα 3ΐιρτοιηα της |£| οτα 

μι ιη£(Η' τα αντίστοιχα της £2 στσ Μίβ ΒϊΓ 

»?♦ Είίσης 

υίΡτ£2)'Μ?,£*>= έ 

' ^ ίΜϊ"πιίϊίϊ1Ιί"*Τί*ΐ) 

< Μ { έ «ννίνν!1) 

*2Κ{ϋΐΜί|)-«Ρ,|£| )1 

£ 
< 2Μ "^“ε* 

Συνεχώς η £* είναι ολοκληρώσιμη στα I. · 

Παρατήρηση 2*16. 

Ετην αΐάΑειξπ τον ιαραεάνω Θεωρήματος θεωρήσαμε την |ί| για να 

μην Διακρίνουμε κεριττώαεις αν η £ ειΐΛΐι δετική ή αρνητική στο I. 

Πόρισμα: Αν οι £,&:! -* ΪΚ ρίναι ολοκληρώσιμες στο I* 

τότε και το γινόμενό τους £*£ είναι ολοκληρώσιμη ατο ϊ. 

Απόδειξη 

Αφού Γ και β είναι ολοκληρώσιμες στο I α*ύ τα Θεωρήματα 2,11 και 

?,16 έχουμε άτι οι £+8 και £3, |* είναι ολοκληρώσιμες στα I. Ευνεεώς 

και η 



Ι2& 

£ΐνην σΑοεληρώα {ττο I*· 

Παρατίιοποπ 2#1€· 

^ Λέμε ίτε ένα σύνολο Ο εΑι:ί μεα άλγεβρα υ 1 £ 

ρ ί ν ω τ ο υ ο^ΜΟί τ * ν ι^ΤΜίΜ^ν «■ 

ρ V ΐ μ £ ν, βν εί'νηε *λιτ.οίά «Ε ερύί την «ρΑτθβίιΙ· »ν ιολλαιλασεαρμύ 

Να», τον βαννωτί ΐίλλαελασεασμί με ιραγμΛΤί,κούΐ αρε&μούϊ. 

Γ^ εαίκί&εΕγμα οι- εραγματεχέί συναρτήστε νε *>^ «*ίβ 

αίΟΤίλούν μια άλγεβρα 10 ε την ουμ βολεύουμε με Πΐ>). «να άλγεβρα εαντα 

6«εμ μι#ει**ί ρτοεχείο, αλλί δεν χρεεάζεταε υο έχεε μοναδεαεο στοιχείο. 

Αεί τα θεωρήματα 2.10, 2-Π *αε το Πίρεσμα του θεωρήματος ?,1^ ίχουμε 

ίτεΐ 
Το σύνολο των ολοκληρώσιμων συν¬ 

αρτήσεων οτο Αείοτημα ΐα,Βΐ,α ε ο Ύ ε λ ε £ μεα 

Ο τ ϊ ί ρ »· 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ----" 

1, Αν η συνάρτηση £ είναε θετεχίΛαε ολοκληρώσει^ στο 

Βείατπιια [α,$1, τ*τ® *αε σε συναρτήσεες &- "ξ" 1ι" ^ εί“ 

ναι ολοκληρώσεμες στ^ !**,&]. 

ΑττόΒε εξη 

ΧθΤβ ΰ <ιε <ίΐ*> < V* ^ * £ Ολοεληρωοεμη ατο 

[α,β], θα ί-οχύεε η συνθήκη του Κίβνοηη, δη*. 

( νε >0){ 3 δυαμίρεοτι Ρ του ϊ<·, β3 >τ υ(Ρ,Γ)-Ι·ί Ρ,ί > <* ΐί3 

Αν εευου » ^ τα ίηί1®& *αε τα ίταρρ™ τπε ί οτα Ι*^!" 

”, τα αντερτοεχα των £ *»θ *> θα έχουμε: 

ϋ< Ρ,β Ϊ-ΜΡ,Β >- Σ ί*^“^ Κ*^*^! ϊ 

V βι *** Μΐί· η£ 

με. η = Ιηΐ £(χ) >0, ¥κβ[α,β] 

= £,{",< Ό<ννι> 
. «„-™ν 

5 £ "ν*Γ '^'**-11 

<ΐ!- έ <Μ1ι-"ν><>ν\-1> 

= -*τ απρ,η-ΐΛΡ,η)^-ι- 

Αιιτί οπμαενεε ίχε η “ ει^ναυ ολοκληρώσιμη στο [α,βί 

Γεα ττι Η ίμοεα έχουμε: 

ϋεΡ,ϊι)~ΙίΡ,ϊΐ)= Σ \_χ) 

" έ ίν\^ν 71(<)ίννχ) 
* Μ -ιπ 
Σ —(*λ_ ■ ϊ 
λ·Ι Υ\'Υ\ 

Ί( 1ε—1' 

<Τ^Είνν<ννι) 2*4 Μ 

= —(υίΡ,ίΜ^ρ,ηΚ—~ 
2 V» 2ΐί^ 

Άρα ηαε η ή ε£ναε οΑσκληρώσεμη στο [□,&]* 

2, (Ανισότητα τυν εΰ,ιΐίΚγ-$εϊιν3Γϊ) Εστω £ καε & 6υο ο¬ 

λοκληρώσιμες ουναρτήσεες ατο δεάστηρα Εα.β]- Να αποδείΐετε 

6τε: 

ΐ| £(χ}£[χ)ί1χϊ3 < ΐ | £2(χ)<1χΗ^ κ'(χ)ίΐχ) 



Από δε ίξ,ιι 

Αφού οι £ χαι ^ είναι ολοκληρώσιμες ίΐτο Ια,Βΐ* τύτε και οι 

ί'β, γ“ και β5 ΐ£νι ετίοπε ολοκληρώσιμες ατο Ια, θ) , Αν ί <0 ή 

Ζ “0 τρορανώΐ π ανιούτϊιτα ιοχύει» Υιοθετούμε λοσιόν ε5τ^ ΐ,Β ·0 στο [α,&Ι 

θεωρούμε το ολοκλήρωμα: 

I- Γ ίΚϊϊκϊ+β^»5^ > 0 
'ι 

Αν 

Π> γύνίται: 

ίί Λ ** 

ί^χΜκ+ΪΚ^ ίΐ*)*{*Μ*+| ^(η)άχ> 0 {1 

Γ* 
θέσουμε IΈ = ^ {^(χΜχ, Ει= ] ίί*ΪΙβί*Μ* «I 1*=^ η 

Ι^Ι,+ΐ'κΙ,+Ι, > 0 

Αυτή, αν πν θΕωρήαουμε τριώνυμο ως ΐρος Ιΐ, γιο *ι αληθεύει € ΙΚ „ 

αφού 11 >0* ϊρέιειϊ 

Ιί-Ι|1, « ο 

( ^ ΐ (χ)β ί*Μχ)< £ £*(χ)4χ^ ε? ίχΐόχ 

Α ακύμα 

| | ίίχ>β(κ)ί1κ) < { £ £*£*|ά*)1^{^ ^“(χΜχ}1^2 

ΐημίίωση 

Μκορούμε να γ»«οΔείξουμε τισ γενικά ύτΐ π ιαύτητα ισχύει, αν οχ £ 

μι β είναι γραμμικά εξαρτημένεΐ* ενώ τι ανιοίτητα* αν οχ £ «αν £ 

ιίναι γραμμικά ανεξάρτητες* Το αφήνουμε για άσκηση* 
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; 
3. α) Αν η £:[α,β] -+ ΙΚ είναι, ολοκληρώσιμη στο [α,0}και 

< £(χϊ < Μ, νχ Πα.ΙΙ. τότε να αποδείξετε ότι: 

πιΐΡ-αϊ < £ £{χ]ά* < Μ[β-α] 

ΡΊ Να αποδείξετε ότι: 

4- < Γ «* -*ά* < ζ*· 
Ϋ& ■** 

ιτό&ειξη 

α) Α«ιί το Παρα'Δείγμα 2,1 έχουμε άτι: 

| | πκίχ=™ΐβ-&)ι ^ Ηά*=Ηίβ-α) 

Εξάλλου η\ί το Πυρίαμα του θεωρήματος 2.14» αφού ιώ <£(χ) ί Η, V» 

{α,Αΐι έχουμε: 

£ :^χ < £ £(χΜχ £ £ Μύχ 

• Ί 

ί. ηίΒ-ά)* I ί ΓχΜχ < Μί £-α )- 

&) ίίι βρούμε την συνάρτηση £(κ)£β ,χ€£α,2]. θα βρούμε Την μι- 

ρύτερη και ΐπν μεγαλύτερη τιμή τπς £ οτο [0,3). Είναι £'(*}=* 

2χ“1ϊ και ί'{χϊ=0 για κ= -ψ . Ειει&ή £ -ω > 0 η £ εαραυσιά- 

(ΙΜ ει τρτικύ ελάχιστο για X" -γ τα £^^β“ΐ1/ι+ϊ. Ειίσης είναι £(0)=1 

I £(2)=φ2« Ευνεκώς 

„"ί1Α> Μ_Λί Β=β και 

ύμφωνα τίτε με το α) θα έχουμεΐ 

2ο 
-ίΙ/Η) ε1 : 

ί*χ -κ άχ < 2ο 4 
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ΑΣΚΗΣΗ 

αποδείξετε ίτΐΐ 

•μη^-·<ι 

»Μ « ί ΤΤΤΓίχ «5 
Π 

γ}^-τ< | ^1+ -Γ- ^ ίη!χάκ < -γ 

§ 2 6, ΤΟ ΘΕΜΕΛΙΩΔΕΣ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ ΑΠΕΙΡΟΣΤ1ΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ 

Στην παράγραφα αυτή κυρίαρχεί ένα θεώρημα, γνωστή ως 

“θεμελιώδες θεώρημα του Απετραστικσύ Λογισμού" το οποίο λέ¬ 

ει ότι η παραγώγιση και η ολοκλήρωση είναι αντίστροφοι τε¬ 

λεστές» 

Γιο να φτάσουμε όμως πιο ομαλά στο θεώρημα αυτό, ας βού¬ 

με πρώτα μερικά βοηθητικά πράγματα. 

Ας υποθέσουμε ότι η £: Ι·[α,β} -*■ ΙΗ είναι μια ολοκλη¬ 

ρώσιμη συνάρτηση. Για κάθε χ με α ΐ χ < 0, ο περιορισμός της 

£ στο διάστημα [α,χΐ είναι ολοκληρώσιμη συνάρτηση, από το 

θεώρημα ΖΛ1, Συνεπώς μπορούμε να ορίσουμε μια συνάρτηση Ε: 

I -* ίκ με 

Ρ(κ)- Γ ί(τ}άτ 
'ι 

Η Ρ λέγεται αόριστο ολοκλήρωμα τπς Ε* Παρατηρούμε ότι Είαϊ- 

0. Μια ολοκληρώσιμη συνάρτηση 6εν χρειάζεται να είναι συνε¬ 

χής, Όμως η Ρ είναι πάντα συνεχής όπως δείχνει το επόμενο 

θεώρημα 2,17, Αν η £:Ι-ία»Ρ) - ΙΚ είναι ολοκληρώσιμη 

στο I, τότε η συνάρτηση Ρ*1 ■* ΙΒ με 
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Ρ(χ)- Γ ίίε)άτ 
ή 

είναι ομοιόμορφα συνεχής στο 1. 

Απόδειξη 

Έστω κ,γ€1, Τότε 

Πγϊ-Γίκ) £(ι>ί11-| 

ίΐι Μτ+ [ 
Μ 

ΗτΜτ 

ΓίτΜι- ί ί(ι)ότ= Γ ίίτΜτ 

Αι6 το θΐιίρημο 2.15 έχουμε: 

£(ΐ )άτ ί 

^ ]?{τ)|άτ, αν 

ί ]£ίτϊ|όΙ αν 

χ « Υ 

χ > γ 

Αφΰϋ η ί είναι, ολοκληρώσιμη, θα είναι Φραγμένη, δηλ* υτάρχει Κ >0 τέ- 

τοι,ΰ ώϋΐί | Ρ(χ)| « Κ, Υχ £1, Ευυειώς 

[Γ(χ)-Πγ)| * ] | 1ί(ΐϊ[άτ| € Κ|χ-γ| 

*Αρα για δοσμένο ε>0, υταρχει δ=-|-, τέτοιο ώστε, για όλα τα χ ,γ € I 

νι ]χ-γ|<Α να έχουμε: ]Γ(χ)-Γ(γ)| <ε- Αυτί σημαίνει ότι η Γ είναι 

ομοιόμορφα συνεχής ΟΤΡ I, ■ 

Παρύβειγμα 2.9, 

Έΰτω ΕΐΓ-1,1] -* ΙΑ με 

ίίχ)= 
0. -1 < χ * Φ 

ι, ο < χ ς ι 

είναι 1=1-1,11, Τότε για χ € I είναι: 
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I Ο, -1 « κ < β 
Π*)* 

I χ, Ο < χ * 1 

άραγμα τιηΓ γυα να το δούμε αυτό ταρα τηρούμε ότι αν 0 < κ < 1 η δια- 

μίρισπ Ρ-{-1,0,κ] του διαστήματος Ι-1»χ] δίνει ί(Ρ,ί)=κ=ί)(Ριί)*Ε'α- 

νιιίς Γ(*>- Γ £(χΜτϊ:χ, Για -1 ίί ίϋ ιρο*ανώΐ Γ(κ)=0. 

Παρατηρούμε τώρα τα εξής: η ί δεν είναι συνεχής στα 0 ενώ η Γ 

είναι,» 'ΟμΜΐ η Γ 6εν είναι εαραγιιγίσιμΐΐ στο 0 (στο σημείο ασυνέχει- 

3; της ί), Βλέπε καν σχήμα 2» 6* 

£χήμα 2.6. 

Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουμΕ ότι αν το ολοκλήρωμα 

^ £{ϋ)ορίζει μια παραγωγίσιμη συνάρτηση στο I, δεν συ¬ 

νεπάγεται αναγκαστικά ότι αυτή η παράγωγος είναι π συνάρτη¬ 

ση £* Για παράδειγμα αν £:[ 0 , 1] ■* ΙΚ με 

[ 0, *+4 
π*)* Γ 

ι ι, 

τότε η £ δεν είναι παράγωγος καμμιάς συναρτήσεως στο Ιγ »1 )* 

(Βλέπε παράδειγμα 1*1ϊ* 

Αν όμως στρέψουμε την προσοχή μας στα σημεία συνέχειας 

της £ τότε έχουμε το ακόλουθο 
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θεώρημα Ζ. 18. Έστω £; I - ΙΚ μια ολοκληρώσιμη συνάρτη¬ 

ση στο 1-[α,β] και Ρ: I - ΙΗ π συνάρτηση που ορίζεται από 

■ Β 
την Ρ(χ)* ( ίίέϊάε* Τότε η Ρ είναι παραγωγέ σι μ τι σε κάθε ση- 

μείο χ0 στο οποίο η £ είναι συνεχής, και μάλιστα Ρ (χβϊ·£Εχ#) 

Απόδειξη 

Υιοδέτουμε ότι η £ είνα,ι συνεχής ατο χβ £1* Τότε» για *α^ε 

υκιίρχΕί δ>0, τέτοιο ώστε: |£(κβ+ΗΙ-Γξχβ>1 <ε ήταν |η| <6 ·&ι κ„+ 

Κ€Ι» Γιλ αίόισδήιοτί τέτοιο Ιι, χρησιμοποιώντας την ίαματήρηση ότι 

ι 
-Γ— I 1·άχ=1* έχουμε: 

* I I * V* 
Πχ,+’.Λ-Πχ·.). _?(ιί|> . υ_| ΐΐκΜκ-ίίκ. ^ «I 

"Μί' 
(Γ(χ )-£{*, )Μχ 

Ν** 

•ήτΙΑ. 

*πτ 

|£(*)-ϊ(χ( )1<1ϊι 

1 -*|Μ«. 

. . ν , . Γ(χσ+η)-Ρΐκ*) - *(+, ί Δηλαδή Γ (χβ )-1ιιη--—-χίίΧ^Ι, 

Πόρισμα: Αν η ί: I - ΙΚ είναι συνεχής στο I και Ρ:Ι 

με Ρΐχ)*^ £{«)<1τ, τότε η ΡΡ υπάρχει και Ρ' (χ)*£{χ] ,Υχ£[α,θ] 

Παρατήρηση 2.17* 

*ΰ*ως ξέρουμε μια ισραγτίΐγέσιμη συνάρτηση Γ, αν υνίρχει» ιέτοια »- 

στι η εαρίγωγός της Τ* να ισαύται μι την Γ, λέγεται αρχική ή 

ίϋραΓγουαα ή αντιταρίγωγος ί π ί £* 

εροηγούμενο &εώρημα 2.16 δίνει μια ικανή β μ ν I ή η π για 



Π4 

« μΐάρχει αρχν*ή ιιιλϊ συναρτήσει. Είναι π αυνθήχη τη* συνέχειοί* Έ¬ 

τσι* * ά β ε συνέχει συνάρτηση € χ * ι* 

λ 4 Κ I «' Τ Ο Μ« β ρ X V * ί «»»- μάλιστα ΤΟ *- 

; ρ ^ [ΐ τ ο ολοκλήρωμα Γτηί. ί Ε *■ ν * ^ * ίΙ_ 

χι,ΐίΐΐ ττϊί £. Τύ άτι η ουνέχτια μίΛΐ ονυάρτήοεως 6«ν είναι «οι, 

9ϊαη^α ο υ ν « Α * ΐ| Ύ«ι την νιαρΐη *Ρχν*Λϊ το 6ιλι^ 

ατώσουμτ με ένα ταράβειγμα*: 

Ας βεωράσουμε την οννάρτηση ί:[θ,ΐ1 ΙΗ με 

ΐ(χ)- 

ίχ3ίη'^--βθΐί -~* , χ *0 
X Λ 

ο, * =° 

Αη^ ίχ*1 Λρχι*ή συνάρτηση την ΡΊΐΟ,ΐ] -* ΙΕ με 

Μκ)= < 
Χ1!!»— * * +° 

[ ο, X *° 

0#πύ Γ*(χϊ=ί(*), V» € ΐΰ|ΐ] - Η ί άμ»ε δεν είναι συνεχής στο ο* 

Παρατήρηση 2*13. 

ΜίΛϊ συνάρτηση Γί I * ® Μ™»*£ « V* εαράγω- 

γο Γ *(*)=£<«}, νχ εΐ *οι η ί να υπν εί«ι ολοκληρώσιμη. *ί »ε«ρΑ- 

βσμμι γνα τάράδειγμα την συνάρτηση Γΐ 1*1,1] - ΊΚ με 

Γ<«1^ 
Χ25ίπ~^- , χ *0 

0* X 5 0 

Τάτ( η Γ είναι ιαραγωγίσινη νχ€Ι με 

Γ'(χ)=Γ(μ)= - 

2*31114? - -Τΰ°3ΤΓ * 11 *° %Λ Κ Λ 

ί 0. χ =0 

* Βλέιε «ι Παρατήρηση 1*3. 
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Ετειδή ΐ (--—) =2 1^37 ^ € Βϊ η £ δεν είναι φραγμένη στην 
\ γϊν* / 

τεριοχή τον μηδενάΐ Ηί άμα 6 εν είναι ολοκληρώσιμη, 

Παρατήρηση 2*19. 

Αν στο Θεώρημα 2.1Β η ί είναι συνεχής ατά Λεζιά στο α τίτε 

Γ+'ίαϊβίίαϊ» ενώ αν είναι συνεχής ατά αριστερά στο 6Τ τότε Γ^ίβΝϊΐβ), 

Παράδειγμα 2*10* 

Ας Βρούμε την Γ' της Γ:[θ*ΐ] -* 1?1 με Γΐχ)= ί ίίΐϊί ϊ1 )άί, ΕιειΛή η 
4 

Η* )=8Ϊπ(χ*) είναι συνεχής στο [Ο,Ι], ατά τΰν ίίάριομα Ταυ ΘεκΗρήματος 

2.1Β Βα έχουμε: 

Γ '(χ)=3ίπ(χ5). 

Είμαστε τώρα στ Θέση να δώσουμε τα Θεμελιώδες Θεώρημα 

ίου Απειροστικού ονιομού, που αναφέραμε στην αρχή της πα¬ 

ραγράφου . 

Θεώρημα 2*19 (Θεμελιώδες Θεώρημα του Απε ιοοστ ικού Αο- 

γιομοϋ).1 Εστω ί υια συνεχής συνάρτηση στο διάστημα Ι·Γα,0). 

Τάτε μια συνάρτηση Ρ: I -* ΙΒ ικανοποιεί την σχέση: 

£ ΪΙΐΙάΖ-Ρ(χ\-Ρ{α) ΐ*ϊ 

αν και μόνο αν, Ρ'(*ϊ·£(*1* νχ € I * 

Απόδειξη 

Ας υιοθίαουμε άτι η (*) ισχίει, Τάτι βέτουτας 0(χ)= £ Ρ(τ><ΐτ έχσυ- 

μ, Ε(χ)=Γ(χ)-Γ(α ), ¥χ € I. Ατά το πόρισμα τον Θεωρήματος 2.1Θ, ιιψαύ η 

ΐ είναι συνεχής έχουμε: 

α "{χ)=ί(χ )εΓ 'ίχ), Υχ £ I 



Αντίοτεανα1 αν Γ:Ι -* κίνοι τέτοια ώστε Γ *(*)=£(*)» νχ € I ιό- 

π «α ^χίυμε: Γ'<κϊ*β'ί*>, V* €1. Αλλ<ί ξέρουμε ότι. 6υο ουυαρτήοειί του 

έχουν ίοες ταραγώ1, ουί ία διαφέρουν »ΐ<ί οτη&ιρή* Εϋνϊ·*ίϊ υΐώρχει ε 

τοιο ώοτε; 

Γ(χϊ=<3(χ)*ο 

Ειειί,ή θ(α>5θ, έχουμε ί-Γ(α) «αν άρα 

Γίπ)-?(«)*0(*)= ί ϊίϊΜϊ · 
'ι 

Πόρισμα: Αν η ΐ:1 - ΙΗ είναι συνεχής στο I και ΡΜχί- 

ίίχ) νχ € I* ίότζί 

| £(χ)<1κ-Ρ(β)Ή(ο) 

Ας κάνουμε μια 6 ιεξοδικότ ερη συζήτηση για να ξεκαθαρί¬ 

σουμε τις έννοιες “αρχική* *αε “αόριστο ολοκλήρωμα"* Είπαμε 

πως αρχική λέγεται, μια συνάρτηση Ρ Υία την οποία Ρ"ίχ)■£(*), 

V χ €1. Συνοψίζοντας έχουμε άτι αρχική συνάρτηση Ρ μιας αο- 

ναοτήοεως ί σε ένα διάστημα I 

1) υπάρχει αν η £ είναι ουνεχής 
2) μπορεί να υπάρχει και όταν η £ δτν είναι συνεχής* 

[Παρατήρηση 2*17) 

3) μπορεί να υπάρχει καί όταν η £ δεν είναι ολοκληρώ¬ 

σιμη κατά ίΜββ&ηη (Παρατήρηση 2*10) 

41 μπορεί να μην υπάρχει (Παράδειγμα 1*Τ) 

Επίσης το αόριστο ολοκλήρωμα Ρ μιας ολοκληρώσιμης συ¬ 

ναρτήσεις ί είναι η συνάρτηση Ρίχϊ- £ £(ΐ)ιΗ- Από το δώ¬ 

ρημα 2*19 αν η £ έχει αρχική ΰ τότε το αόριστο ολοκλήρωμα 

είναι: 

Ρίχϊ- ί £(ΤΪάϊ-β(κϊ-ΰίσϊ1χ €1 <Π 

ϊ" αυτήν την περίπτωση το αόριστο ολοκλήρωμα Γ είνυι τπιοης 

και αρχική της £ στο I και 

12 

ί |(χ>άχ*ς+ £ £(ΐϊ<Κ, νχ €1 ΐ' 

0 τύπος {2Ϊ έχει έννοια μόνο αν η £ έχει αρχική στο I κε 

είναι ολοκληρώσιμη κατά ίΐΐσιηαηη* Ομως το αόριστο σλοκλήρι 

μα της £ μπορεί να υπάρχει στο I και η ί να μην έχει αρχιι 

στο I. Για παράδειγμα η συνάρτηση του παραδείγματος 1.1 δ< 

έχ ·ι αρχική, αλλά είναι ολοκληρώσιμη κατά Κίοΐϋπηη σε κάΐ 

κλειστό υπαδιάστημσ του ΙΗ και το Ρίχϊ- ι ίίτϊάΤ υπάρχ 

Υ X € ΙΗ. 

Λεν πρέπει να νομιστεί ότι όλες οι αρχικές μιας συ ναι 

τήρεως ί, αν υπάρχουν* δίνονται από τον τύπο (Π νια διάψι 

ρες τιμές του σ, Για παράδειγμα είναι: 

^ εοδΤάΤ-ίίΑΧ-δϊηα ( 

Μια αρχική της Π κ) «οο&χ είναι προφανώς η β(χ)-7+5Ϊπχ,χ € 

η οποία όμως 6εν μπορεί να προκόβει από τον τύπο (3) γ 

κΐιμυιά τιμή του α* αφού ;|-5ίηα] € 1, να €ΙΚ. 

Παρατήρηση 2*20. 

0 τάκος ί*) είναι γνωστίς ως "τ ϊ ι ύ I ίων ν ^ ν ΐ 3 : 

ΙβΙ&ηίΤΐ* «αι 6ιϊχνι:ι την οχέαπ *αυ νιαρχιι μεταξύ του 

υμίνου και. του πόρίατου ολο νΧ πτώματος. Λίνει και μια μέθοΰο ν*ολο 
σίιοά του οριομίναυ ο λα η·λήμματος. Υτολογίζουμε κρώτα τα αάρ ι-στο ρΑθν 

ρωμα ΤΠ5 ί «αι μετά &ντι κι&ισ τσάμι τΐ£ τι*μέ£ οτα αΝρα ολΟΐιΙΐΊιΡώσε 

ΤΰίτΓ π Αι,Λφορα τηΐ τιμής ο το ι#ίτω <ί*ρο ατά την τιμή στο εκί\ω ς*«ρΰ 

υαι τι τιμή του ολα κληρωματΟΤ. Γι* αυτά συνήθως χρ ηυιμοιοιείται □ Ου 

βόλισμά: 

Γ* 
^ ί (κ )άκ=Γί Κ ϊ | ^=Γ( &)-Γ(α ) 

Προσοχή 1 Το αόριστο ολοκλήρωμα μιας συναρτήοεως Γ * 

ναι συνάρτηση* ενώ το ορισμένο ολοκλήρωμα της £ είναι αρι 



Παράδειγμα 2,11* 

Το ολοκλήρωμα | χάχ του ταοαΑείγματοΐ 2,2 υιολογίζεται ΐαλώ κιο 
*9 

εύκολα με του τώιο των Νσ*ΐΰίι-Ε*ϊΐιη1ΐ:ϊ ως Εξής: 

Παρατήρηση 2,21, 

Η Εφαρμογή του τώεου των Ν«ίϊοη-Ι,ί1&η1ίΕ ακαιτεί μεγάλη *ροσο- 

χη, 0 τύιοϊ «,φαμμάίεται άταν θέλουμε να υισλσγίσσυμε ορισμένα ολοκλη¬ 

ρώματα συνεχών συναρτήσεων και η σχέση '{χ)ΐ£(κϊ ισχύει για κάθε 

Λ €1, Ει6ι»ά π Ε κρέιει να είναι συνεχής ο' ολόκληρο το I. Αν για Γ 

χρησιματσπθεί; μια ασυνεχής συνάρτηση 6α οδηγηθούμε σε λαθεμένα και τις 

κΕριοσίτερις ροοίς, σε ΐαράξενα συμπεράσματα, Παρακολουθήστε ϊροοεκτι- 

κά τα ταραχτώ ταραΑείγμστα: 

Παράδειγμα 2Λ2. 

Εΐεεΰί (τ'’ Τ+ΪΓ » * #1 ·“ *χηυμε: 

Γ _ άχ 1 2* 
Τ»ΡΓ = Τ *ρι*τ? 

_Α 
6 

Λ η λ, ΤΟ ολοκλήρωμα μιας συναρτήσε- 

« ί κοντού 1 ΐ τ I ι ή {, Είναι αρνητικά! Ευ- 

μ κέρασμα ίροοανώς λάθος (βλέκε θεώρημα 2,14). Το λάθος βρίσκεται ο το 

άτι η Γ(κ)- -|- Αγϊ® -“γ- ΰεν ορίζεται για ο(.=Χ € [ 0, ν^ί - ΚσκΜτάλΟ^ 

ση είναιι 

Γ· _άχ _ . . 
Ι^Τ ίΛρ» 

1ντ 
=Ατΐβ ν¥-Ατΐ{;0= ·γ- 

'Εστω κως θέλουμε να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα 

1 
[’7ΓΑΓΪ&ί ^Β**] 

Γ άχ 
1+2.93 πίχ 

ΈιηΑή 

Ι+Ζϋϊη1* 
θα έχουμε; 

{ τΗ&πτ*^"1·· ^β*1 [=° 

ή η λ. το ολοκλήρωμα σ υ ν ε χ ο ύ ς και ίου- 

( , τ . Λ ·'^·»< .τ«ι..ί,.ί..1 » » - 

δ έ ν. ||0 δικαιολογήσετε γιατί είναι λάθος και υα βρήτε το σωστά, 

• 

Αν η συνάρτηση £ είναι, ολοκληρώσιμη και ϊχει. »<Λ ™Ρ*- 

νοσοα. τάτε η συνίχετα τηί £ δεν είναι, ουσιώδης στο θεώρημα 

(2.19. όπως δείχνει, η παρακάτω νενίκευσά του. που ουκίλεταε 

στον α&υείιχ, 

θεώρησα 2.20. Αν η £1(0.01 - ΙΚ είναε ολβκΜΐ<ώ*.ι*η «·*. >1 

συντχής ουνάρτηση Ρ;[β.01 - I» είναε παοονωγίστυπ στο (α.β> 

και Ρ'Ι* )-£<*>. νχ«(α.Ρ>. τότε: 

| £{χ»4χ·>Ρ(01-Ρ(α1 

* | ΑηώΒειξη 

Έστω Ρ=ΙκίΤΓ3(ι ,,,, |3Τ^) μια τυχαία Αιαμέριση τον [α,0ΐ. Τάτε ακά 

το θεώρημα ίίέσης Τιμής του Αναφορικού Λογισμοί, υτάρχουυ σημαία € 

* ^=1,2,,,.,ν τέτοια ώστε: 

* '| Γ(\1“Γ(νι)--Γ'ίνΚ-\-ι)=Γ(^,<ννι> 

I Ευνεκώΐΐ 

Γ(βϊ-Γίαϊ=έ{Ε(*1ί)-Ρ(κ1ε^1)ί ϊέ^ί^Η^-%.,) 

„ 1 Λ. > 
θεωρώντας τα £4 ,ί ***, ,*Λ^ ως ενΑμάμεοα σημεία της Αιαμέρισπΐ Ε 

έχουμε άτι το άθροισμα του ΒΙοελπει δίΡ,ί,Η) για την £ είναι το Γ(@) 

-Ε(α), Εκειδά 

Ε>(Ρ,*)« Γ(β)-Πα)* ΟίΡ,ίϊ 

και η £ είναι ολοκληρώσιμη οτο 1* έχουμε: 
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Πόρισμα; Αν η £ είναι παράγωνίσιμη παι η £ ίίναι ολο- 

ίηρώσιμη στο 1+ τότεί 

,9 

Γ[χ)άχ-£(&)-ίία) ί 
οράδΕίνμα 2.13. 

Ας βρούμε τπν Τιμή τον ολοι^ηρώματοϊ; 

> . , γ 
| ^2*3ΐη-“ Ό05— 

;ω «;«... ί(*)=ϊ«ΐπ4 'β0’ Τ· χ*°· Η*0<,οΑ,Ε " Την “ι °Τ0 

1. ολλίί ίιεω τομΛ »<■ » τπ« ·.)«». " * «*“■ ·*νν€**1 βΙ° β· Γ“ 

,.·« .00,.<»ο ον*φ· Ε.Λ»* η ί «ί»»- «“«*«· ·« Μ]"Ε 

^ ,<οαο ·*·«*«*»>> στ» (»,·τ]· Λ· * «"Λ·**»»1 « ολ°- 

„·,.|οωμα ορ£ςουμι τ*ο βυοΐοηιοο Γ* [°’"γ] ■* Λ ν' 

κ*<1α * * *0 
Είχϊ* 

I ο, X =0 

Λοτί «μο,.οίί ιί-ο α»«χΛ= «™ [°·τ] *“ βΤ0 [°· 3< ] 

μ* Γ '{χ) = ί ίχ) ΥΙΛ Κ*0- 

Το β,άρτ,ρα 2.19 ■*« ***«·■*. * ' ·" £ί"“· ’ηη"Χίί °™ 

0. Το θειίρτμ» 2.20 ίιικι ί*αρμ()<.™. οονει^ς: 

ί (ί*Βΐη-^-οο>-|-)4χ=Γ{-ϊ-)-Γ(0)= 
4 

ΊΓ 

ΠαράΒειγμα 2.Η 

* Οο,ρΛοοορε .00 ί(*>=-3 . «■ &.ύ. »0. θα «4η*Μ» ” 

[%<*»* Χ-Ρί* ΧΡΛαα ™ βα^αο 2.» ίρ 2.20. -Βατ- ■(-) * ^7 * 

’ 

-
*

. 
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χ β [α, β] * Για τυχαία διαμ^ρισπ Ρ του {&τβ3 διαλέγουμε ενδυάμε-σα αημει'π 

£ (κ^ με το θεώρημο Μίσηΐ Τιμίίϊ τομ Δίαιορι^ο^ Αογιΰυουι 

Τ4τι 

2*2 
:% ϊνΑ V*»-! 

“"'’·■-· νν, 
ίίζ^ϊ - ε '>* Κ ^-χ 

*κ κ*ι 

ΙΗΟΙ αρα 

Αυτί οϋυείιάγεταί 
Γ6 

<ίτι | ί( 

β8-μ^ 

' ία1»8 ' 

: χ )<ΐχ = 
2α £ 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

1. Αν ϊ5 <α <0,0.0 €ΙΚ τότε να αποΒείξετε ότι; 

Γ άτ 2& 
ΤοεΓ 1 ο § 3 

ευ- 

Απόδειξη 
2κ Γ* (1ΐ 

θί «Φθόνε την συνάρτηση Γί*ϊ=~ϊ^Γ*3 ι08τ 1 κεία.όΐ- Η Γ 

νοι ϊΐρίΐΥΜΥΐο'ίΐμπ στο Ιο,β3 Με 

Γ'(*)=-®Τ 

ΕιειΑιί *>·*,·■ ε^*«ι Ε *(κ ϊ >0, Υχ Ε 1**6]. £υ«ε^£. α<0 *> 

έχουμε Γ(β) «Γ(8)ι ίηΛ* 

4ΐ -€ 2β η 2η . 28 ί6 4ΐ , Γ* άχ 
0 < 1θ8(ΐ ΙοεΒ ΐ0Βι λ ΐΓ^ ΙΛ^Ϊ 

2» Να Βρεθούν οι μη μηδενικές και παρανωνίσιμες σοναρ 

τύοεις, ηου ικανοποιούν την εξίσωση: 

Γ ϊψΐέΐάι-κ^ί κ 1 
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Λύση 

Παραγ^γ όζοντα ς * λ ι το 4υο μέλη της τζίρ^ης έχουμε: 

χν(χ)±2χφ(χ )+χ2* *(χ) 

4 κ? '(χ)ί-^ίχ>ρ χ ·#0 

*'<χ> , 1 
ίΤκΤ·“ 

0*ο χλΓμώυοντα*: οίονουμε: 

ς|ιί(χ>[ϊ-1οκ|χ| + 1οβΙ Κ| = 1θβ ~|~|" 

ή ΐίχ)*--^* X 

3. Μια συνάρτηση £ θα λέγεται Φραγμένης μετα&οΑής στο 

διάστημα [α*0ΐ* αν υπάρχει σταθερά Κ* τέτοια ώστε: 

Σ ΙίΕχ^Ι-ίίχ^ΙΙ * Κ 

νια οποιαδήποτε διαμέριση Ρ*ίχβ*χΕ,.,.*Χνϊ του ία*01. 10 

μικρότερος αριθμός με αυτά την ιδιότητα λέγεται ολικά μετα¬ 

βολή της £ στο ϊα,ΡΠ* Να αποδείξετε ότι: 

α) Αν η £ είναι μονότονη στο [α*03* τότε αυτή είναι 

φραγμένα" μεταβολής στο ία,Β]. 

0/ Αν η £ έχει συνεχή παράγωγσ στο [α*0]* τότε αυτή εί¬ 

ναι Φραγμένης μεταβολής στο [π*0ΐ. 

γ} Αν η ί είναι ολοκληρώσιμη στο [α,Ρί* τότε η συνάρ¬ 

τηση ΡίΧΪ* | ΐίεΊότ είναι Φραγμένης μεταβολής αχο [α,βΐ. 
Λ 

Απόδειξη 

η) Ας υ «ο δέσουμε ίτι η ΐ είναι αύξουα». (Η εερίΐτωοη ·ου η ί 

ι ί«ΐ φθίνοναα εξετάζεται ανάλογα ϊ* Τίτε ίίχ^ ϊ ^ - * »«. 

Ιυνιι»ς: 
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έ ι«*|ί_ι)-#(ι^)ΐ* ί. (^ϊ-ίίχ^^ΐ^ί^-ίίβϊ <+« 

0) Αφοό η ϊ' είναι συνεχής στο ϊα»#1 6α είναι φραγμένη" λντ» 

|£*(κ)| £ Η* ΥχΕία,Β], Αιά το Θεώρημα Μέσης Τιμής τον Διαφορικού Λο- 

γιαμοό έχουνε άτι: 

ί<*κΗ(νι|ί,'ίίκ,ΚΛ-ι,’ VI ϊ£κ 
Άρα 

Σ Ιίίχ^ϊ-ϊίι^^ϊΙ* ΕΙ^ίζ^ίΙ I ν^π-ι! * Η Σ ίΛχ_χ>(-]1 

=Μ{0-αϊ «Κ 

γ) Θα έχουμε: 

Σ Ι^Οι >-Γίχ ϊ|= Σ I Γ ΠτϊάιΙ* έ Γ |Γ(ΐ)|άΐ 
1-1 * *■» -V *" 

= ί |Γ<*)|Λΐ 
Λ 

Εκομίνως, β^ού τα ] £(τ ι;41 είναι αριθμός ανεξάρτητος ατά την Δια- 

μέρκίη Ρ ίου θεωροόμε,, συνε καίγεται άτι π Γ ιίναι φραγμένης μεταβο¬ 

λής στα [αρΒ]* 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

2* 12-Υήίνεται η συνάρτηση Γ: [-?*?] -» ΙΚ με 

Γίχϊ= 
χΖ5ΐπ “, X 6 0 

\ 0* X ί0 

Μα αεοάεΐξεττ άτι τύ Θεώρημα 2.20 εφαρμόζεται» ενώ τα 2*10 άχι* 

2*13, Δίνεται η ουνάρτηρη Γ: [0,11 -* Κ με 
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Ρΐ ΐΐ ϊ- ■< 
Ο < χ < 1 

χ =0 

ϊϊα ακο&ΕεξΕτε ότι, ηι ταράγυύγίίΕ; ιπί 4εν εε'ναε ολοκληρωσεμπ στο [0, 

1]. Να οχοΧί&ίΐΕ.τε το γεγαν<ίΕ οε «χέαπ με το θεώρημα 2.1θ+ 

Ζ,ΙΐΤΧοτω ί:[0»ΐ] ^ ΙΗ μΐ Ρίχϊ = 1 *αε Γ:ΐ0,ΐ]-*ίΚ μι 

[ 1, χ =0 
Γ(χ)= | χ, ίι <χ <1 

Ιο, χ = 1 

τ'ίίτε να ατοβεεζετε ·ίτε Γ'ίχ)=Ρ(χ), νχΕίΟ,ΙΪ, αΑΛ4 Γ(1)·"Γίϋ)- 
* £ _ 

-*1*ί ίίχϊάχ, Να Νίβετε εζηγΛοεες* 

ί,Ιδ,^Εστ» ί: [0,3] ■+ ΙΚ με 

|χ„ 0 χ < I 
1, I* * < 2 
X, 2 < X * 1 

3ία 3ο4τε αναλυτέ^ ίκτρασπ τπϊ Πχ }= £ Ρ(ΐ)ΐ3ΐ σαν ομνίίρτησπς του 

χ. ΐίου ειίναε η Γ εαραγΜΥ&ϊεμη» Να είολογεσΐτΕ την Ρ'ΐχΐ αε ό- 

λα τα αημεέα του π Γ είναε (αραγωγεσεμη. 

Ζ,Ιβ^Έστ*ι ίίί^,Βΐ ■* & μεα συνεχή συνάρτηση, ® 

ιιαραγιΐΓτεσεμη συνάρτηση, τέΐΰεα ώστε: *([γ,βΐ) £ Ια,β]* Να αιο- 

ύείξετε ότε Π, συνάρτηση Γ:[γ,ό] -► Κ με 

Ρ(χ!~ )άΐ 

εέναε *αραγΰγεοεμη *αε εσχΰεε: Ρ'(χϊ*{ί * #Ηκ)§ *(χ), ε{γ,ί ! 

2*17, Να μΐολογι!ΰετε την Γ' 

α>*Τ(χ)=| “Γ1** 

πν η Γ ορΐίςεταε στο [0,1] νϊ τξήΕ: 

8) Ρ(χ>- 
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γ) Γ(χ)= 1θ&ΐ^ϊ 
Λι 

6) Γίχϊ- 

Γ1* 
ε) Ρίχϊ= ^ ΐοβ^ΐ στ ϊ!γγ(χ)= 

Ο Γ(χ)- ί Υ1+ΐ1<1ΐ 
λι 

η) Ρ(χ)= 

Ιοςίτάΐ 

Γ« 
ΓΜι 

■ I Μ 
αοδΐΐΐΈ 

2*10.^4α Βρεθούν το ρχρίτοτα τ^ν συναρτήσεων: 

Γ1 |·1 
ο) Γ(χϊ= Γ -~-4ΐ, κ>0 Β >γ-Ρ (χ >- I -ϊ-2Ϊ;2 **» Μ * 1 

'ί "0 

2,19* Αν π συνάρτηση ί εεναε συνεχήί «αι, ρβμνσυσα στο [α,0] τάτε να 
- *' ι 

η 
ατσΑεεΕττι ίτϋ καε η συνάρτηση Γίκ>= | Ρ(ΐ:ϊί1ΐ εεναν ε*ύσηϊ ¥®ε- 

νουσα στο [α,Βΐ. 

2.20.Αν η ί : [α,ί] + εέναε συνεχή *βε λΕΕ, 0 < λ < 1 τότε να αεο&εε- 

ζετε <ίτε υκάρχεε £ βία,81 τίτοεο ώσίεί 

ϊ Γ» (* 
ίίχΜχ-*1 ίίχ)άχ αν Ι ΐΙχ>ύχ^Φ- 

2*21, Να υκολοτέαετε το ολοκληρώματα; 

,ί 
« 1^| |χ;-χ-2|(1χ 

Φ 
γ ) Ιχ-8ϊπχ|ι1χ 

7_4ΐ 

Γ* *1*1 
Ιφ^Τ 

*Η Γι+ +Ε03ΧIύχ 

,)ι 
*>+ ] 5ίη:χ-οο5χ |4χ 

ε > ύχ στ) 

ίι 
ίΐπ . 

ι^ϋ ^ 
ιη 

2*22* Να ατοβεεζετε άτε: £ χ[χ|θχ=-^ί | Β| *-1α| *) 

| 

2*23*+Αν 0,0 ΕΒ^+, να αιοβ(εξεΐε Λτε: ^ (τΐχ" " Ττα+ϊτ)111* > °* Αΐ<ί 1111 

τΛ ι·ι ιΐι ι·ι 11 ι,πΐί ·ϋι 11 Λ τ ί.ζ Ιοσ ί 1 Τα 1#1 ηυί 1 *-0 ϊ > ίΰιίί Ι +ατΑ 1 



Η * 24* Μα βρεθεί ρυνύίρτπση φ τέτοια ώστε; 1+ φ(ΐ ϊο%ΐτ=ί 1+χ* )< 
Π 

2*2$, *Εστω ίιίσ,ΐ) -» ΙΗ συνεχής, Υ ία θέτουμε ότιι 

ΓίίΐΜΐ=| ίΐθΜΐ, Υχ€(θ,ΐ] 

Να αιοβείξετε ίτυ ϊίκ)=0( ¥χ£ίϋβΐ] 

Ζ.ΐβΤ'Ξΰ’ΐιιί ί: [ ϊ .33 -*■ Β μια ολοϋΛτίρύοεμη ουνείρτοοπ με ί£χ) >0» ¥χ€[α, 

β], [«) ιΐρθείξετε <ίτι η συνιλρτίΐΟΕ· Γ(χ )= ^ ί(ΐ )άτ,χ £[α,β] είναι 

αίέαυσα στο ία,6]. Αν εκί ίλέον π ΐ πΙνίη. και συνεχής στο 

[α,6] , τιίτε να ιιιοδεέίετΕ ίτι η Γ είναι γνήσια ακόυσα στο 

ία»0]. 

5 2,7, ΒΑΣΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ Ο^ΜΕΝΩΝ ΟΛΟΚΛΗ¬ 
ΡΩΜΑΤΩΝ 

θα δώσουμε τώρα δυο βασικές μεθόδους υπολογισμού των 

ορισμένων ολοκληρωμάτων που βασίζονται στο θεμελιώδες θεώ¬ 

ρημα του Απειροσιικσύ Λογισμού. Είναι οι γνωστές από το αό¬ 

ριστο ολοκλήρωμα "μέθοδος της παραγοντικής ολοκλήρωσης" και 

"μέθοδος της αντικατάστασης". 

θεώρημα 2.21 ίΠαραγοντική ολοκλήρωση). Αν ί και 8 εί¬ 

ναι συναρτήσεις τέτοιες ώστε σι ί' και να υπάρχουν και 

να είναι ολοκληρώσιμες στα [α.0], τότε: 

£ £* (*)β<*><1*-Γ(χ)8<*)Ι *- ( ί(*)8'(χ}<1* 

■ί(β)8(β)-Γ{α]Β(<ι)- Γ £(χ)ί' (χ)άχ 

Απόδειξη 

Α*ο0 ο ι ί' και &■ υίαρχουν, οι ί και & είναι συνεχείς «βι 

ιϊρα ολοχλπΕίωαιμΕτ* Ειίσης σι ίβ* και ί'β είναι ολοκληρώσιμες» ως 

γινσμινα ολοκληρώσιμων συναρτήσεων. Ε,κειδή ίί'βϊ'-ί *Β+ίε ουνίΐβγίται- 

ίτι η (ί*β)' είναι ολοκληρώσιμη» και 

| ίί(χ)*(χ}Γά*=Γ £'(χ>£(χΜχ+| ί{χ)β'(χ)ϊ1χ 

Αΐίί τσ ίΐ^ρισμα του θεωρήματος 2.20 έχουμε; 

ί(β>β(β)-£ία)ήίαϊ=| £'(χ>ε(χΜχ+^ ίΐκϊβ'ίχΜχ 

α%6 τον ατοία το αυμίέρ-αομα είναι τρσνανές. ■ 

θεώρημα 2.22 (Αλλαγή ανεξάρτητης μεταβλητής). Έστω φ: 

ία ,.03 -* ΙΗ μια συνάρτηση με συνεχή παράνωγσ στα Εα,βϊ. Αν 

Α-φ(οΟ» Β*φ(ΡΪ και η ί είναι συνεχής στο φ([α,0]) τότε: 

ίίωΐϊ) ΪΦ'ίέϊάτ 

Απόδειξη 

Α*ού ιΐ ί είναι συνεχής στο διάστημα ν([ατβ])* οκΛ το Πίριομα 

ταυ θ*.^ρήματος 2.18, υκαρχει συνάρτηση Γ, τέτοια ώστε: 

Γ'<χϊ = Ηχ>» κ€φί[α,ϋΠ, 

'Ϊ4ΤΤ« 5ίΐί-Γ(»<τϊί> ϊ € ί α,31. Γήτε σΐό το θεώρημα. καραγώγιοης σύνθε¬ 

τος συνοριήσεως έχουμε <ίτι: 

□ '<ι>=Γ'ΜΟ ν<ΐϊ=ίί*ίΐ))φ'(τϊ,ΐ €[»,β] 

Η* την βοήθεια τώρα του Θεωρήματος 2.13 ναίρνοιηιΐ: 

Γ ■Γ ί(φ(ΐ))φ'(ΐΜϊ= α'£ΐ)άί=(ϊ(βϊ-Θ(αϊ 

=Γ( φ{ 6) >-Γί #(α) >ϊΓ( Βί-ΓίΑ ϊ 
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Παράδειγμα 2,15. 

Αί υκολαγίοουμε με ΐην Ίθοια τού ΜρύΐάΜΐί θίν^ιΐΐίοτο; το Ολοκλή¬ 

ρωμα; 
«Λ _ 

) ν®·1-*3^**» >0 

βίτουμε κ=*ΐ1)^α*«ίητ, - 4- <*<-*-* Τότε Φ '{ΐ)=α€θίιΐ: Ναι 

ί' _ Λ,(Τ | 
^ Υΐϊ1-χ*ιίκΑ»*|^ οοί^ΐΐ-^β1! (ι+σόβ2ϊΜτ 

■τβ,[Μτ·ΐΒΪ<1-ι*^·"ί 

Παρατηρούν άτι δεν είναι απαραίτητο, όπως στο αόριστο 

ολοκλήρωμα, να εκβράσουν την παράσταση έ+’^βίιιίτ συναρτη- 

σει του χ,Αυτός είναι κ ι ο Αόγος που στο θεώρημα 2,22 δεν 

απαιτούμε φ'ίΟ *0( δηΑ- ή Φ έχει αντίστροφη συνάρτηση- 

Παράδειγμα 2,16, 

Έοτ» Γ μια συνεχής σι-άρτηση οτο διάστημα [Ο,Π. Τόττ ον φί* 

ο» ίχοονι-. β(ο)-0. .( §-)=!- *»-! π ,-«>=™λ ι*:™·- 

βίο [θ,-1-1 ηι 0 ί ίώοβι. βονεχΑί στο ♦([<>,β,<* το βιιο- 

ρήμα 2.22 βο έχουμε: 

£ ΓίχΜχ= | ϊίΒίηΙ Ϊοο3ΐόΐ 

Παρατηρούμε ε.ίαοϊ ότι «(«)«0 ΜΙ ,(-^)=1. Α,αύη *' ***·■ 

νεχ4ί στο [<»^γ] βιώη« 

^£<χΜχ=£ ίίΰ£ηΐ)οο3ΐάι 

μ ε την ι ρ ο Ώ τ ι$ Μ Μ ότι η { είναι ο μ- 

Τ49 

νεχίΐ ο τ ο [-1,1], του είναι η εικότη του |^ι, —κατί# αιό 

την φ. 

(θυμηθείτε ίτι αχά το θεώρημα 4.10 τον Ακειραατικσί Λογισμού 1 η 

τι κάνα ενάς κλειστού διαστήματος [α,β] κάτω ακί μια συνεχή συνάρτηση 

είναι το κλειστό και *ρατμί νο διάστημα [πι,Κ], όκομ τιι=τϋΙϋί, Η=πυχί και 

όχι το [ΐία),ί{&)))- 

Για καράόίιγμα αν ί{χ)~ Υχ ία έχσ;ιε: 

^3Ϊηί *οο3ΐά I 

Δεν είναι όμως σωστή π ισότητα 

Γ1 ^ ί'Φ Γ— 
I I Υθϊηΐ*οοοΐ4ί 

γιατί >η V* 6εν ορίζεται στο διάστημά -I <34 <0- 

Γίνεται ίτσι φανερό άτι τι Α και Β δεν είναι αναγκαστικά και 

άκρα του διαστήματος. 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ -.___ 

I- Οι συναρτήσεις ί και % είναι τέτοιες ώστε οι ί' και 

Γ»Κ να είναι ολοκληρώσιμε^ στο Βιάστημο [Ο.αΐ,κας. Πχ)“Πα- 

χ) ♦ β ί χ I * β ία “χ ϊ ™ ^ * νϊ ΠΟ,αΙ· όπου Κ σταθερός αριθμός, Να 

αποδείξετε ότι: 

| ΐ(*)8ίχ)4χ- -Ι-Ι | ί (*)ίι 

Μ*υτιολον£σετε εο “λο^ρ-α: I τ^πτ »* 

Απόδειξη 

Κάνουμε την αντικατάσταση κ=α-ΐ στο ολοκλήρωμα 

Χ51ΠΧ 

Γ« 
- ·■ 

κ)β(χ) άχ 

Τάτε έχουμε: 4κ=-άτ και 1‘α για κ-0 και τ=0 για χ=α. Είομένως: 



ηο 

£ £(κ)βί*Μχ-*Μ* = ^ ί(α~ΐ)&(&-* Μτ 

* Γί(ΐ)(ίϊ-ι(«)}(11:=^ Γ ίίΐ^ΐ-^ ΗΐϊκίϊΜΐ 

<* ** 

| Γ{χϊ&ί»ίΜχ= 4"*^ ί<*Μ* 

Αν Γίχί=£ηΐχ ·ύ^ *(*)****€[ Ο, ί] τότε, ε·ει-&Α ι,καναίο^ούντβ^. 

.αΟι'οίΐ,ς (3ΐΛ}?=είπ(ι-ϊί), κ+(ι-χ)*0 θα ίχβιηΐίϊ 

|1Χ'Τ7^7 ί,,= τ,{ ΤΤ^ΓΠΓ Ί»*Τ»Ι-ΑΜ«(00«)1' 

■4· [-(-*)**]■■£ 

Ζ. Να αποδείξετε όχι 

-13 
α| 3ΐην 

-τ» 

Ρ1 τ'ϋι 

χ<2χ· 

1 "V |Τ 1' (ν~ ^ * -=- , αν ν άοτίος 2-4-6-* ■ ν 2 

Ζ»4·θ· — ΐν-1) 
1 * 3* 5 * * ■ ν αν ν περιττός 

{ ΐίί·ΐ·^ΐΙν-!) }' · ΙίΤΓ (Τ^ος του »111·) 

Απόδειξη 

α> Ειαρυΐίοντας ιηροτοντ^^δ οΑοχΑήρ<Λσπ έχουμε^ 

,*0 <*ιϊ 
3Ϊηνχύχ=-8ίην ^«οοθχ +(ν-1) 

!* 
χ-εο« χιΐχ 

-·Ρ* | ·- <■■'* 

ί = Γ βΐην»3χ=-*1ην- * *0θ3Κ 1 +ΙνΠ I βί^ν 
ν ^ I, Λ 

Ι«Π -·ίϊ 
Βίήν'?χι1χ-<ν“1> ^ >ίην)Λ*ίΗΪ·^('<-Οι 

5 * ν * 6 ^ 
V ν ν-ϊ 

ΑϋΑ . 
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Γ,ι>νε Ιίϊ>^ 

2η 
2η-1 2η-1 . 2η-3· 
2τε 32η-2~ Τη 2η-2 

« # * 1, 
2 

2η-1 2η-3 , . . I _ι 
2™ * 2η-& 2 2 

ιαι 

_ Ζιτί _ 2η ρ 2η-2 
32η+1= 2η+1 92η-ΐ' 2η+1 2η-1 Γ· £ ί ΓΙΧ(1χ 

■ 2- 2·-).„._ί. 
2η+1 2η-1 3 

(1) 

(2) 

Αε<ί ΐες ί 1 > καν {2> έχϋυυε το ζητούμενο, 

6) Α*ού ΗΪην+'κ *£ 8ΐιινκ, V* € |θ, π α-ολουθ^Β β^ν 6 ΤΚ 

Φ&£νουσα, ίΐ<ί το Π^ρί-ουα τΰυ Φίωρ^ιοτος 2.1**> Τάΐει 

*2ν ^ 32ντ1 ^ *2ν+2 

*2ν 3 2ν ®2ν 

2ν+1 _ 2ν-1 ί.ι 1 . ΐτ 
2ν+2 * 2ν *" 22 

2ν-1 . ,&γ8·./·Χ._ι_ 
2ν 2ν-2 2 2 

2ν+1_3_ 
2ν+2 2ν+2 

Ϋν €Βί 

Ευνί κώε 11η 
*2ν+1 

*ϊν 
=1 

11η 
2£±. 

2ν 
2ν-3 
, ■ ■'.■ - ? 

-1 

ή 
2·Η-6»*·(2ν) V # 

1*3*5···(ίν-1) ) 
1 

;■·. +1 

3. (Τύπος χοίί 5ίΐτ1ίη^Κ Να αποδείξετε ότε; 

ϊίιη νΐ 

ΐ/2πνννβ"ν 
■ 1, ν € 1Ν 
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Απόδειξη 

ν* 3 ι ; ι ν**14ίϊ| 
βέτουμτ α =—--;7· ·™ ,ν€!Ν. Τάτε ■■ "ν — ΐ ναι 

* VI · ' υ ; 

1*8 = (* Τ }108 (Α+ "7) ν+1 
ίΐ) 

Εχ4ια 2,7* 

Η συνάρτηση £(χϊ=“-, κ >0 είναι φθίνσυοα ναι κοίλη> Άρα το εμβαδά ίου 

τερικλείεται αεά τα γράφημα τη; ί* τον άξονα Οχ ναι, τις ευθείες χ=ν* 

Χ=ν+1 ιεριέχεται μεταξύ των εμ βαθών των τραιεξίων νΛ'Β'(ν+1> και 

νΑΒίντΙ)* άκου Α'Β' είναι η εφακτάμενη του γραφήματος τη; ί στο ση¬ 

μείο με τετμημένη * Άρα 

4( 

ΠολλαϊλασΐΛΓζονταϊ τα μέλη αυτής της ανισότητας με ν+-^ *αι αναιρώντας 

ατά άλα τα μέλη το 1 έχουμε: 

(-+ί 

Ευνεκώς αχά την (1) έχουμε; 

0 < 1ο@, 
ν+1 

4 V ν ν+1 / 

1$ϊ 

θηλα&ή 

1 < 

1/1 1 \ 
ν _ 4 \ V ν+1 / 

ν*1 
< β (ϊ) 

θέτοντας ν+3* 3=0*1*,., ,ΐϊε-1) ίταν θέση ΐοο ν στην < 2) και ·ολλα- 

κλασιάζουτας )ητά μέλη τις ανισότητες του νρΰχίκτουν έχουμε: 

1 < 
α 

< @ 
±Ρ—Μ 'Λ V ν+1ί / 

(3) 
ν+χ 

Η ΐρώΐη ανισότητα της (2) δείχνει άτι η α^,ϋίΙΝ είναι φθίνουσα ακο¬ 

λουθία θετικών όρων* κάτω φραγμένη ατά το 0* Άρα θα συγκλίνει Οε *ά- 

ιοιο Ε > 0. Παίρνοντας το άρια στην Π ϊ άταν Κ -* + » έχουμε άτι: 

I ΐ4) 

ΐννετώς I >0. Για να βρούμε τώρα το & χρησιμοποιούμε τον τύτο του 

ΜϋΙΗσ {εφαρμογή 2 0), Είναι 

^1ία^Ώΐ£ΐ..ηα 

(!«)! ^-“2ν 

ΕιοΐιΙνιας 1= ν?·. Τύτε ίιο τις {1} Ματ, (Μ) ταίρνοιηιΐ τι,ς ανισΰτ^τες: 

-ν+ ■ 
γϊ^ννν<νΐ <γ^νν-= ” 

Αιά αυτές το ζητούμενο είναι ιροφανές» 

θ.'Εστω ί:ΙΚ -* ΙΗ μια ολοκληρώσιμη συνάρτηση και Ρ: ΙΚ 

-* ΙΚ με Ρ(χ)- ^ £(1 ϊάΐ, Να αποδείξετε ότι: 

αΐ Αν η ί είναι περιττή* τότε η Ρ είναι άρτια και αν η 

£ είναι άρτια τότε η Ρ είναι περιττή. 

01 Αν η £ είναι περιοδική με περίοδο Τ* κάτω από πσιές 

συνθήκες είναι και η Ρ περιοδική με την ίδια περίοδο: 



1 54 

Απόδειξη 

αϊ Έχουμε: 

ΗτΜΐ Γ(-,=Γ, 
θίιουυί Τότ ε (11--ίϊ<ίΐ και, ειουίνίΐς: 

^ ί ί ΐιΐ)όι>=Γ(χ )* αν Ρ ΐίρίττΑ 
Γ<**>=-| Ρί-*>όω= 

Μ ί (4ϋΗω=*-Γ(κ)ρίΐν ί οίρ Τΐα 

£|) Εεναι. 

Π*ϊ+Τ)=| Ρ(τ)όί= ^ ΡίιΜτ* | ρ(*Μρ 
"ί •Γ’ 

Ετο τελευταίο ολο κι Αρωμα βέτπυμε ΐ=Τ+ω. ΕκειΑΑ ί(Χ+Τ)^(χ), νχ€Πί $α 

έχουμε; 

Γ(χ+Τ)=^ *(ΐιΜΐ+|" ίίίΜ*-^ Γ(ΐ Μι+Γΐχ) 

Εταμένω£ η Γ δα είναι ιεριύΰιχΑ με ΐερί'ΰ&ο Τ. αν κιι μόνο αυρ 

ί ΡΐχΜχ=0 

5*ιι] Αν η ί:[<ι,|] ^ΙΚέχεί συνεχή και μη μηδενική παρά- 

νωνο £' στο [α*0Κ τότε* να αποδείξετε ότι.: 

β£{&ϊ-α£ία) Γ’ (1φ 
Πχϊύχ* 

Λ Λε·ι 
£"1 Ιχϊόχ 

0} Αν π ί έχει, συνεχή και. θετική παράγωγο στο [0, ε) 

ίε >0) και £(0)·0 τότε να αποδείξετε ότι: 

£ίχ)όχ+ Γ Γι{χ)άχ 

όπου α€[0Φο] καε βέΓΟ,ΐίε)}, Η ισότητα ισχύει αν καί μό¬ 

νη αν Γίιιϊ»ίϊ ί Λ νι. πΑτητη γλιι Υ π ιι η π 1 

σ0 < ί 

15* 

γ}' Εστω τ €ΙΚ, γ* *τ καί $■ -^§|* ^τσι- ώ°ΐεί 

Αν γ > 1 και Α,Β€ΙΚ+ τότε να αποδείξετε ότι: 

ΑΒ< 

Απόδειξη 

α> Α*ί την υιό&εοη π ί είναι γνήσια μονότονη στο Ια,ΰ] κιι όχει 

γνήσια μονότονη *αι κιραγωγόσιμη αντίστροφη 1" 5 οτο Φιάοτημα με όϋιρα 

ρ(β) και ρ{β>. Αεό το θεώρημα 2.72 (θε^ρώνταΐ ααν Ρ την Γ1 μι ψ 

την Ρϊ έχουμε: 

Γ* ίΗ$} 
Ρ~ιίΡΙχϊ)Ρ'(*Μχ= ί"(φΜ* 

Λ Λ*·) 

Αλλα' 

| ΓΜϊΐΐί) >£'{**!** £ χΡ'(χΜχ=κΡ<χ)| -^Ρ(χΜ* 

= &Ρ(ΒΪ-αΡ<α>- ίίχΜχ ι £ 21 

Α·0 τις ίΐ) μι (2) έχουμε το συμπέρασμα 

β) ϋ ί είναι γνήσια αόξονσα ο το [0*σ] *&ι ίίχ) >0* νχ £(0, €]* 

ίΐ^οό για 0<χ«υ έχουμε Ρ(χ> >Ρ(ό)*σ» Η ί ειίσηςέχει ουντχΑ *αι 

γνΑΐτια αυΊνοχίοα αντίστροφη ίου ορίζεται βτο [Ο,ίίοΐΐ. Είναι ί ΐχ} ^ 0 

αφοό για Ο <χ * Ρΐο> έχουμε ΓΗθ)=ϋ <Γιίχ). Ει3μ»«να Χοιιόν με το α} 

δα 'χουμε για γ€[θ#ρ) 

ΠχΜχ+ 
-Πτ> 

I( ρ"1 (χ)<3χ Ο) 

Α* υιοθίαουμε τώρα ότι α€Ϊ0,ε! μι β €£θ.£<ί:>Κ ϊκάρχουν τρεις ΐε- 

ριντώοίΐΕ εου ιρίεει να εξετάσουμε: 

1)0<Γ(α><1 11) Ρ(«Ϊ=Β !ϋϊ 0 ^ β <£(«) 

Ετπν τερίπκσπ ί) ιαρατηροόμε ότι 



-Ί» 
(κΜχ χιίβ-ίία))1 

γνα κ > £(α) * ί 1 (κ) ^ £’1ίί(α))-£ΐ 

Εφαρμόζοντας την <3Ϊ υε ΐί-α ιαίρνουμε: 

ι· ® β® ^ί(βι *■ Ρ 
| ί(χΜη I ί"1 (χ Μχ= I Ηχΐόχ* | ί-1 (χΜχ*1 Γ“ι(χΜκ 

-"0 Λ<·) 

Γ ϊ_11 
Λ 1*1 

=α£<®)+ (κ Μκ 

> αίία ) + αί β-ί(ϋ ) )=α& 

Εττμ. ιτίηΤιτ^οη ϋ) αιό την (3) ιροκύκτεν εΰχοΧα ότυ νοχύευ η ι-οότητα. 

Τέλος οτπν ι^πμιπι ϋΐϊ αν ί{αϊ>Β> 0 $α έχουμε 

α>Γ_1ί&)>0 καν ί(χ) ϊΠΓ’ί Β))=3 Χ>ΐ'ι<&). 

Άρα 

(γυα,τυ 

Γ' Γ Γ γ- ι** 
ί(κ)όκ+Ι ί"ιίκ>(1κ5 I ί{χΜκ+| ίίκΗχτ I Γ”1 (χ 

Λ Λ Λ Λ·ί« 

*»-'*> γ* 
> ίίχ>όχ+ίΐ0-0Ε Μ&Η ί'^χΜχ 
Λ Λ 

ί Γ ί( 
Λ-ι» 

χΜκ>Γ(Γ1ίβ))«α-Γ"ι(0>)=0(ο-ί'1<β))ϊ, »« την Βόλευα 

της (3) ρί"*(|) κου Β=Γίν) ο τελευταία εαραυταοη υσοώταυ με α£* 

ϊ·-! , _-*■ί . 1/(γ-Ι) 
γ> θεωρούνε την οννκίρΓηΡΐΐ ί(χ)-χ „ χ > 0, Τότε Γ ίκ)-κ * 

κ > 0 και, αχό το 0> έχουμε; 

ΛΒ < 

ΑΤ ^/<Γ-1) λΓ ^ 

ί γ/(τ*-1) ί 3 

Γ^Ι 
Κ νοότητα ισχύει αν και νύνο αν Β-ί(Α)=Α 
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ΑΣΚΗΣΗΣ. 

2*27. Να υιολογύσετε τα ολοκληρώματα: 

■Ί 
ί-ΐΓ .- 

α) I Ι^-κ’Λκ 
7-ι 

τ) ί 
β 

* 

4κ 
2+θθίκ 6> Γ χ* 

2.28·. ΕιιΓαης τα οΧοκΧ ινώματα ϊ 

>*η 
αχ 

β 3ΐπ2ϊίόχ Β> ί 
γϊ £ κίοβίΐ+κ^κ 

,·ί 

0) ί Αγξϊτιμ ΐΐχ ; 

__ 
4 > ^ Ατι β νν5Γ-ΐί* 

2.29.4α) Αν Ι^= [ β τότε να αχοδεϊζετε ίτυΐ 

(ν^τΐίΐ =·υ(ν-ΐ)Ι 
V ν*ϊ 

0) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα I β *οο53χ£ΐχ 
ι 

·!2 

'·*η 

2.30. Να αιφΔΐί'ζςτΕ έτι: 

ν-? .) Αν ν{ χ^αίπχύτι τότε: Ιν=ν{^·) *νΐ·*1)Ι 

Αν I = ί (α^χ’Γώχ τότε: ίϊν+1>1 =ϊνα*Ι 
ν 1β ν ν-1 

γ} Αν 1=1 (1^κΧ)νεοΜκ0χ τότε: α3Ι =2ν(?ν-1 ΪΙ -Νν( ν-2 )Ι 
^ Α. ι υ ν ~ ί 

α> Αν I » 
ν 

0) Αν I 5 
V 

γ} Αν 
ν 

6) Αν I = 

ν-2 

-ί ν Λ 
5ίη{2ντ1}χ . . . τ 
-^-■«* *<«« 

2.31. Να αεαΑτέξετε ότυ η αντίκατίίαταστί κ^ρτ+ί), όιου ρ *(ΐί ^ «Λτάλλίγλί 



σταθερές* μετασχηματέΕει ένα οτοιοδήτοτε ολοκλήρωμα με ιετερασμέ 

να άκρα α Ήί 8, σε άλλο με άκρα 0 και 1* 

2.32» Να υχολογέσετ* το ολοκλήρωμα | ίχ-2)3άχ θέτοντας ίχ~2)2=ί. 

Γ 
2.33» Με την αντικατάσταση έχουμε 1=1 **& ε(;ηγή- 

αετε γιατί αυτά είναι, λάθος, *αι να βρεθεί το λάθος» 

2.34» Να μετασχηματιστεί το ολοκλήρωμα ^ Γ(χ)οοβ*ϊ1χ με την αντί,κατά- 

πταοτι »1ι»=τ. 

2,35* Αν ϊ(κ)“^ *“α α Οΐΐ, ΐάτε να ατοΑείξετε άτι, *-*<*> 

2.36Τ Αν ίΐ*)= ^ —- τάτε να αΐσόείξετε (χωρίς να χρήσιμα ίο ψήσετε ι- 

άιάτητες της λογαριθμικής συναρτήσεων) άτι: 

α) ί (“) ’-Ηχ) Β> £(χγ)=Ηχ)*ίί¥ 1 γ> ί(**ϊ=Υ#<*) 

ί* »·ίΐ -■ 
χί(5ΐπχ ^ ί(·ΐ™)ι1χϊγ| ί(βΙηχ)άχ 

βΓ Κϊ ϋχολογίσετι τσ ολοκλήρωνε.: Γ ι+οαβϊχ" ΐ 

2.38**α > "Εστω ϊίΐ-α,α] -* 1Η μια ολοκληρώσιμη συνάρτηση» Να αιοδείξε- 

τε άτι: 

/: ϊ(χ)ύχτ 
ΐ(χ>άχ, αν ί άρτια 

Ο- αν ΐ ιεριττή 

β) Καφές να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα, να α «δείξετε άτι: 

{*** 
ί) I οθ3χ 1οβ^^-4χ=0 
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... Γ σοΞχ. - Γ σθ£Χ, 
II) ^ ρ άχ=2 ^ αχ 

2.39,"^Αν η συνάρτηση ί είναι* ιεριοάΐκή με ιερίοδο Τ* να, αίοδείξετί ί**τ 
ί(χΜχ είναι ανεξάρτητο τον α. Αν ειί ιλέ- 

ΰν η ΐ είναι και συνεχής, τάτί δάσετε μια άλλη αιάδει- 

ξη ΟΤηρίξάμενΟί στο Θεώρημα 2*18. 

2,40* Μο α «δείξετε άτι: 

α> ί ί(χΜχ=ί ί(β*8-*Η* 
Λ Λ 

51 £ Γίχ)ι1χ=| {ΐ(χΗέ(2α*)Μχ 

..Γ-»·Γλγ- 
,<**« (*·"'* 1 ψ 

6) ^ ΑτβΙηνΐάϊ+^ ΑΓίορ^ΐάΤ- — 

2*4\* Αν Πχ1=~ϊ(2α-Χ> τάτε να αίοδείξετε άτι: ί £(κ)άκ=-^ ί(χ)άχ 

, ^ 

2.425 Να λνθεί η εξίσωση 
•ί 

άη _ ι 
' 12 

ν**-ϊ 

ί*1* 
2.43, Έστω ί(ν)= | ΐβ,^χάχ, Κι βιοδείξετε άτι: 

Λ 

π> ί{ ν+1 ϊ <ί<ν) β) ίίνϊΐΛν^)*^, V >ϊ 

γ,_!_<„(,) <-1- ν >2 



$ 2.8. ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΜΕΙΝΕ ΤΙΜΗΣ 

Όπως στην περίπτωση της παραγώγου, έτσι και για το ο¬ 

λοκλήρωμα του· Πΐοποηη, μπορούμε να πάρουμε μερικά πολύ χρή- 

σιμά θεωρήματο, γνωστά ως θεωρήματα Μέσης Τιμής του Ολοκλη¬ 

ρωτικού Λογισμού* και τα οποία βασίζονται στις ενδιάμεσες 

τιμές της συναρτήαεως. 

θεώρημα 2.23 (Πρώτο θεώρημα Μέσης Τιμής). Εστω ϊ*£ δυο 

συναρτήσεις, τέτοιες ώστε οι £*£ και β να είναι ολοκληρώσι¬ 

μες στο |α,βΐ» Αν 

α; α « £(χϊ « Μ. νχ € ία* Ρ] » ι 

β} η β είναι σταθερού προοήμοσ στο [α,βΐ, θηλ. ®ίχ)>0 

ή « ο. ν* εΐα,β]. τότε; υπάρχει η € [υι.Μ] τέτοιο ώστε: 

ίΪχ)β1χ}ί1χ*η | ®1χ)άχ 11} 

Αν επί πλέον η ί είναι και συνεχής, τότε υπάρχει ξ €|α. 

β] ι τέτοιο ώστε: 

Γ ί(χ)8(χ)ί1χ-£(ξϊ ί ϊ(Χ)ί* 12* 

Απόδειξη 

Αε εξετάσουμε μόνο την κερί»τ«υη ίου είναι κίκϊ^Ο, ν* € (ο.*&) μιας 

■αι π νιρίττωση ίου είνιι Βίχ) ^ ανάλογη. ειειθή η ΐ ί(κϊ < Μ. 

V κ ίία.βΐ θα έχουμε* 

Ηβ(χ) < £(χ}βίκ> € ηβΐχϊ,κ €[αΛΒ) 

Τότε, ακό την εφαρμογή 3α της |ί„5 θα είναι; 

η£ε(χΜχ <][ !(χ)£(χΗχ « ΐ| |(κ>))ΐ 

Αν τ*>α Γ§(ΐίΜ**0, τίτε αιό την Ο) έχουμε ότι και 

^ ί' 
I Γ(χ)κ(κ>ΐ1χ=0 

οΐόιε π ί 1) ισχύει 

I 

Ας υκαθίσουμε Αοινόν ότι £ β(χΗχ <0, Τότε αιό τπν (3) θα έχουμε: 

[( ίΐχ)&(χΜχ 

Ευυειώΐ» θέτοντας 

ίϋ ^ --- 
[*<*)<!* 

^ί(κ)β(κΜκ 
η- ί> χΜχ 

κρσκύκτει ότι 

■Ί ^ ΐ(κ>β(χ Μχ = ή |[ £(κ)ύχ 

Μ 

Αν τώρα η ί είναι και συνεχής* τότε παίρνοντας ως Βπ=τπΐηΡ και 

Μ · ιιαχΓ* >α έχουμε ότι η ί ιαΐρνει όλες τις τιμές οτο θιόοτηιια {ηΐηί* 

ττιχί]. Ειδικά θα ταέρνει τπν τιμή π* θηλ. υκάρχει ζ £(α,£ΐ> τέτοιο ώ- 

01 εϊ £(0=11. #Αρλ 

Γ Ηχ)£(κΜχ=ί(ξ> £{χ)όχ I 

Πόρισμα; Αν η ί:[α»β] - ΙΚ είναι ολοκληρώσιμη και 

ιπ ί{χ) ν Μ, νχ £ [α.β) τότε υπάρχει η €[η,Μ] τέτοιο ώστε; 

ί £(χ)ά 
■ί 

χ*η(β-α) 

Αν επί πλέον η Γ είναι και συνεχής, τότε υπάρχει ξ ε(α.01τέ- 

τοιο ώστε; 

Γίίχ 
■■ 

Μχ-ΠξΠβ-α) 

/Παρατήρηση 2.22. 

0 αριθμός η στα κίΐρακάνω Πόρισμα λέγεται "μ έ ο η τ ι ρ ή" 

της συναρτήσεις ΐ. Ετην ιερίκτωσπ ίου π Ρ είναι συνεχής, το Πόρισμα 
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δέχεται την ταραχ^τω γΐΐίμετρική ερμηνεία ϊ 

Εχήυα 2,6. 

Παράδειγμα 2.* 7* 

Ας θεωρήσουμε τα αλακλήρωνα: 

(ϋ+ι ΪΞΪηχΗχ, 

θέτοντας Γ(χ)=«+ιι μι βίχ^βϊηχ,χ € [0Ρ «] έχουμε ίτι η ί 

νΐχΑι χαι η β ατα&εροΰ ΐροοήυου, ογοά βϊπμ > 0, Υχ£[ϋ,<}. 

οιχό το θεώρημα 2,23 έχουμε έτι υκίρχει ξ € [ 0, ■.] τέτοιο ώοτε: 

ί {χ+ι)βΙηχ*Ιχ*(ξ+ΐΜ οΙηχΕίχ { 
Γιλ να βρούμε (οιΐϊ είναι &υτ<ί το £« αρχεί να υιονογίοουμε τα 

μβτα ήι ατα 6υΰ μέλη της «αραιώνω ιοιίτηταΐ, Έχουμε: 

£ ίχ+ι>βίτκάχ;-^ (χ4ΐ>8ίηχί1χ=- ι (χ+ι)(1εαβχ=- ίχ+· ίαο&ί | + I οοαχάχ 

=-(κ+ι)αο&κ +βΙηχ =3κ 
4 4 

£ 8ΪΠΧ^Χ=“ΐϊίϊ3Χ | -2 

είναι ου- 

Ευνπώς 

οΑονΑ ηρύ- 

Ευνεκώς: 3ι=2(ξ+ΐϊ ** ζ*-^- 

θεώρημα 2*24 (Δεύτερα θεώρημα Κέσπς ΤιμήςϊΕστω ΐ*%: 

[α,0] - ΙΕ 5υο συναρτήσεις, για τις οποίες υποθέτουμε ότι: 

ο) η ί είναι μονάτονη στο [α.Ρ-1 και 

ρ) η ^ είναι ολοκληρώσιμη και σταθερού προσήμου στο 

[α,ΒΙ* Τότε υπάρχει ξ £[α*β], τέτοιο ώστε: 

| £(χΪ8ΐχ]ά*-ίΙα}| β(χ)4*+ί(ί)| £(χ)ά% 

Απόδειξη 

θεωρούμε την αυνύρτηοη Γ:ία,£ΐ -* ΙΗ μι 

Γ(ε)= | ί(χΐ£(χ)άχ-ί(α>| β<χΜχ-ί(β)^ £(χ)άχ (Π 

Λφοΰ η ε είναι ολοκληρώσιμη, αεί το θεώρημα 2,17 έχουμε ύτι οι ουυαρ 

τήαεις I ρ;(κ Μχ «α ί | ^(κΜκ είναι συνεχείς. *Λρα η&ι. η Γ είναι ^ ε(κΜχ και ^ βί) 

οννιχΑς στο Εα,θΐ* 

Ας εΤετύαουμε μίνα την ΐερέιτ«οη καν η ί είναι αίζουοα στο [α*β] 

ηι &ΐ χ) ί ο, νχ εΐα,βΐ* Τίτε 

?{α) < ΐ<χ) < ίίβ>, νχ εΕα,βΙ 

ί(α>8(χ> < ίΐχ)£<χ) < ΓίΒΪβί*) 

η ^ 

£(αϊ^ κί14^311^^ ϊΙχ)|(κΜ)Κ:ί(ί)| βίχϊόχ 

Αιί την (Ιϊ με την βοήθεια της (2) «αρατηροΰμε 6τι: 

Γία)*£ Ηχϊβ(χΜχ-ΐ(β>£ £<χ)Λχ < 0 

Γ(β)= ί ϊ<χ)ι(χΜ"-ί(α> ί »(χΜχ > 0 

(2 



ΪΜ 

ή,ηλαώή ΓΙα)·Τ(Β)^0. Ευνειώς έχουμε: 

Αν Γ(α.>=0 Τ1ΪΤΕ 

Αν Γ(θ)ίΟ τύτε ς=6 

Αν Γ(α)Γίθ) <0 τύτε υεαρχει ξ £(α,β), α·ύ το θεώρημα τον Βσίζα- 

ηο του Ακειροοτιιιού Λογισμού 1, τέτοιο ώστε: Πθ=0* Αυτύ αιούείχυει 

το θεώρημα. ■ 

Πήρ^^μσ {θεώρημα του Βοπηεΐ), Έστω £:[α.Ρΐ -ΙΚ ολοκλη¬ 

ρώσιμη στο [α.ρ] και. σταθερού προσήμου* Τότε; 

ϊ) Αν η ί είναι ψθίνουσα και θετική, τότε υπάρχει ξ, € 

(α,β) τέτοιο ώοτε: 

ί £ΐχ)3(χ)ϊ1χ-ϊίαί ί £ΐχ)<1χ 
Λ '· 

ίί) Αν η ί είναι αύξουσα και. θετική, τότε υπάρχει ξί € 

ΐα„3) τέτοιο ώστε: 

ί ί[χ]£(χ)άχ-£(Ρ) ί 8(χ)άχ 
Λ Λι 

Παρατήρηση 2.23, 

"Αλλες μορφές του θεωρήματος 2*24 δίνονται στην Εφαρμογή 3 ΐαρακώτω 

Παράδειγμα 2.18. 

Ας Βεωρήαουμε το ολοκλήρωμα: 

ί (2κ-χ)ΗΪη»1χ 

Αν Πχ)·2ΐ-Χ, |(χ)»ϊη(χ€[0,ι] τύτε π ί ΐ£«ι φθίνουαβ στο [&»(] 

κας η £ σταθερού βροσήμου, αφόυ δΐηχ > 0, V* £[θ,·1* Άρα &*ό ΤΟ θε¬ 

ώρημά 2*24 υτώρχιι £€ΐθ(ι} τέτοια ώστε: 

ί (2*-χ)βίηκάχ: :2ι| ίίηχιίχτι | 3ΐηχάκ 

Εύκολα Βρίσκουμε, υπολογίζοντας τα ολοκληρώματα ίτι 

Ειίοης αΐύ το Πίρισμα του θεωρήματος 2*24 έχουμε ύτι νκάρχίι ί ι € 

[0„ί] τέτοιο ώστε: 
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^ < 2α-χ ϊβΐηκελιε = 2* ^ : δίπχάχ 

2 ^ 
Εύκολα βρίσκουμε ύτι ζ 1 -—ρ 

Παράδειγμα 2.19* 

Το θεώρημα 2.24 εφαρμόζεται για να Βρούμε άνω φράγματα για ολοκλη¬ 

ρώματα κου 6ευ υπολογίζονται, Ας Βρούμε άνω *ράγμα για ΤΟ ολοκλήρωμα: 

Γ •Λακ άχ, 0 <α <β £ λ 

Εφαρμόζοντας το θεώρημα 2.24 με Γ(κ>= * β(χ)=ΰϊιιχ ,χ £ [α, β] έχουμε ί* 

τι* υεάρχει ζ, ξ(α*β] τέτοιο ώστε: 

.ι 
3ΪΠΧ4Χ 1^-=^1 "*τί51 

Ειειδή ^ 3ΐπβιθχΐ€θ6α-Ρ03ζ, ^ 3Ϊπχύχ-ΐ;ΐ>3ζ-οο3 Β και 

δίηχιΐχ <2 Β® έχουμε: Κ 
Γ 3Ϊπχ . 2 2 2 2 4 

■-- αχ £ —— + — ^— + — 3 — 
κ I β α α α α 

βίηχάχ < 2* 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

1. Να αποδείξετε ότι 

Η™ ί 5*^* ^ 4χ*α, α >0*ν £ 1Ν 

ΑπόΑε ι %ί\ 

θέτουμε ΐ(χ)=~ί^± Γ— *αι *ίκ)*”Γ . * €[-^ Μ™ οι 

ί λι Β είναι συνεχείς και αρα ολοκληρώσιμες* Ειί ιλέον είναι £{«>>0» 

ν ^ [ ν+α * Τ^τε το θεώρημα 2.23 (το κρώτο θεώρημα της Μέσης 

Τιμήςϊ υιάρχει ζ € ["νΐα^ Τ^Τ01·0 »^τε: 
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9ίη(χ: > 
- 4κ= 

Τ*— 
ϊ)χ=ί1 Βϊηΐΐ;2) 

ί! 

Εΐ€ΐΑή 1 ^ ξ ^ — 
ν+α ν όταν ν + ΰ* τα ζ -+0, Ευνετώΐΐ 

ικ. Γ’^^^-α,-ΐί^ίΙΐ^ 
*-* ■'Μ&,+ω * ΐ-*| ζ 

2. Να αποδείξετε ότι: 

Ητ « { [ Μ**1) Μ-ϊ'χ*) )·ί1/!,4χ <-£- (*- τ*1)"1 ·ΙΜ * 1 

Αηύΰειξη 

θίτοαμ* ΗκΧι-*3*1)"172, βίχϊίίΐ-κ1)"172,* € [°»τ] * Τ*τε «* 

τβ θεώρημα 2.23, υτάρχίι τέτοιο ώοτε: 

^(ΐ-Λ1Γ1/2(ΐ^,Γ1/2άχ=(ΐ-ί£*ξίΓ1/^ | α-**Γ1/2<ι* 

=(1-Χ3ξ2) 1^ίΑτ5ΐηχ| 
■ ι 

■ -£*<1-Ιι*ζ*ϊ“1/Ϊ 

Αν ψ(ζ)=-^-ΙΙ^ζΐ)~1/2 τότε Ψ'ΧΟ=~*Η(1-**ζ*)~3/7 * 0 βηλ,η Φ 

είναι αύξουσα ο το διάστημα ΐυνετώς 

ΙημιΙνση 

Το ΐαρακανω ολοκλήρωμα δεν υπολογίζεται στοιχειωδώς** *αι λέγεται 

ί Π ι μ ι ι ϊ ί β Α β ιι Μ Μ Ιι 4. Ηε εφαρμογή τον θεωρήματος 

Μέσης Τιμής Απίο*οομε μια ΐροσεγγιοτιχή τιμή τον. Εε τέτοια ακριβώς ερα- 

*τΙΐά κρο Βλήματα είναι μεγάλη π συμβΰλή των θεωρημάτων Μέσης Τιμής. 

* δεν μισρεί να εκφραστεί με την βοήθεια στοιχειωδών συναρτήσεων* 
Βλέίε ΙΙ,Ϊ. 

_
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/ 
3.'1:στω ί + ^:[α + {ί] ■+ ίΚ 6υο συναρτήσεις, για τις οποίες 

υποθέτουμε ότι: 

αί η Γ είναι μονότονη, παράγωνίοιμη με την ί“ ολοκλη¬ 

ρώσιμη στο (α,Β) 
<· 

Ρϊ η £ είναι συνεχής στο [α,0] 

Τότε υπάρχει ξ Ε[α,β], τέτοιο ώστε: 

|ί(χΪ8ίϊ}άχ-£(α> £|ξίχ}άχ+Πθ1 | β(χ)άχ 

Απόδειξη 

Γ* 
θέτουμε £(χ)= I ^(ΐϊιΐτ, Α$οώ η 0 είναι συνεχής* θα έχουμε 5'(κϊ 

=£ίχ), αΐά Το Πόρισμα του Θεωρήματος 2.1Β. Ετίοης οι 0Γ και £' είναι 

ολοκληρώσιμες* "Αρα ακά το Θεώρημα 2.21 (Παραγοντική ολοκλήρωση) έχου¬ 

με : 

ίχ|ρί κ>ε1χ= ^ ί=ί5ί '<>: ><1ίϊ=Ρ{κ>0(χ> | - | ί'(χ)6(χ)ί* 

*ϊίβ»(»)-«α)<ϊ(ίι>- [ £ΊχΚ(χ><1χ 

=ί( β &< β >~ £ ί '{χ >0ίκ )άχ, ανοό 0(α >~0 

Ειπδή η Γ είναι ολοκληρώσιμη και η ί μονότονη, Αηλ, η ί' εί- 

1 ναι σταθεροί) ιροσήμου, αιά το Θεώρημα 2.23 και το Πόρισμα του θεώρημα- 

1 

τος 2.20 έχουμε: 

ί έ'(κ)<Κ*νΐχ=Είζ) ^ έ'ΐχ)<1χ=ΐϊ(ξϊίΐ(8)-£(β)} 

για κάκοιο £ £(α,β]* *Αρα 

ΓΗκ ϊκ( X Μχζί( β Κϊί $ )-5ί ς) [ίΐ 0 }-ί(α)] 

=ί(0){ΰίβ)-Ε(ς))+ί(α)βίξϊ 

=ϊ(α) ^βίχΜχτίίβ) £ 81 χϊίΐχ 
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Σημείωση 

Το χαρακώνω θεώρημα είναι* μια ασθενέστερη μορφή του θεωρήματος 

2.74, (Ηλέ> ε και* Παρατήρηση 2.23)* Η αΐύ&ειξη δεν ϊιίορεί να γίνει 6*<*ϊ 

αΐΰ θεώρημα 2.24τ αφού η £ Λεν τίναι σταθερού ΐροαήμου* Αν συνδυά¬ 

σουμε το θεώρημα 2.24 και* την ταραιάνΐιί Εφαρμογή ιαίρμουμε μια Λίκίίμα 

μορφή γυα το Δεύτερο θεώρημα της Μέσης Τιμής: 

Αν έ ,β: [α,β 1 -* Εΐ είναι συνεχείς συναρτήσεις, τέτοιες ώστε Π 8 να 

γ7ίμκτί,_ σταθερού ιρύβ/φΟϋ στο [α,@] και πι ί ίίχ) ί Ν, V* €[α,&] τ^τε 

υκάρχει ζ €{αν£], τέτοιο ώστε: 

ί Γίκ)Β<χΜχ=ιη ̂  {(χ^κ+Η ^ Β(χΜχ 

Η αεέΰιιξη είναι καμώμοια μί αυτή τον θεωρήματος 2.24 και αφήνεται 

^ια άσκηση. Εΐίσηϊ το θεώρημα μιορεέ να ακοδειχτεί και ιΐο γενικιί με την 

Ρ μονότονη ηόι την 2 ολοκληρώσιμη οιο [&,β] . Η Οϊίόειξη ιαραλείιετοι* 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

2*447 Να αεσβείξετε άτι υτάρχσιιν αριθμοί ί,,ί} €[θ,ΐ] τέτοιοι ώατε: 

** 
I βΙγτχ 
], *3 + 1 "χ= .(ί;*π1τ·8ΐη,ΐι 

2*45.*Αν π συνβίρτποπ ί είναι συνεχής, τέτε να αισδείξετε ότιι 

β> ιια 
■ -*· ί οί(χ) 

ΤΤΪχΤ 

άχ=2οί{0), 0 <α 

άχ^-ττ *Ρ(0) * 0 <α £ 

Ζ*46,' Να αιοδείξετε άτυ | ^ = ι^χ^κΤ ■ * >’1 0 <%Μ <Ι.Ζτη 
* , 1 

συνέχεια να υκολογίοΐτε το Μ*) και να αταθειξετε ότι: ίέ*θΐκ)=**^ι* 

4 
2.Λ7- Να εξετάσετε αν εφαρμόζεται το θεώρημα 2*24 στην κερι<τ®ση 

ί(κ)=σΟδχι β(χ)Ξκ\ ο=”^» Β--~ 

ιαυ 
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"2 
2.48* Δίνεται π συνάρτηση ί „ : II +1 με ί (χ)οβ οίη βχ,α^Ο* 

α,Β ι,Β 
α) Να υιολογίσετε το αώριστο ολοκλήρωμα της ί. 

0) Να αίσΔείίετε ότι νΐώρχει η θ [ο τέτοιο ώστε: 

I Ο )ί!χ = η* 

0 

2*49* α> Να αιοθείξετε άτι υκϊρχει ξ€(θ1ΐ) τέτοιο ώστε: 

£(κτνϊοίιτχ)ΐ1χ™2ι |^81ιιη4χ 

0 ϊ Ετη συνέχεια να Βρεθεί αυτέ το ξ. 

| 2.9. ΤΎΠΟΓ ΤΟΥ ΤΑΤίΟΒ ΜΕ ΥΠΟΛΟΙΠΟ ΣΕ ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΗ 
ΜΟΡΦΗ 

Στον διαφορικό Λογισμό είΰαμΐ; τον τύπο του Τήγίοτ. ο 

οποίος δίνει την τιμή μιας σοναρτήσεως σε κάποιο οημείσ,αυ- 

νορτήσει των τιμών της £ και των παραγωγών της μέχρι V-1 τάξη 

σε κάποιο άλλο σημείο και ενός όρου, του υπόλοιπου* που πε¬ 

ριέχει την £ΪΛ,,ί υπολογισμένη σε κάποιο ενδιάμεσο σημείο από 

τα δοσμένα. Σε πολλές εφαρμογές είναι πολύ χρήσιμο να έχου¬ 

με μια έκφραση του υπόλοιπου υπό μορφή ολοκληρώματος* Ετσι 

έχουμε το ακόλουθο 

θεώρημα 2.25. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση ί έχει παρα¬ 

γωγούς τάξης « ν* αι οποίες είναι όλες συνεχείς στο Ια,01* 

Τότε για α * κ,χΰ < & έχουμε: 

ν-1 

ί(»ι·Πχ,]« £'(*«>*·■·♦ 1](ν-ΐΙ: ~ ί(ν"1,ι*.}+Β. 

όπου 

Κν*Τν3ΤΤΤ 

Απόδειξη 

Η ακάδειξπ θα γίνει με ειαγκιγή* Για ν=1 έχουμε: 
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Κ,= ί'(ϊΜτ=ί(*)-ί(χ#) 

ατό τα Πάριομα του θεωρήματος 2.20, Άρα ο τύισς ιοχύει χια ν=1. Υτν^έ- 

τουτας ύτι ^οχύε ί. για ν έχουμε, ολοκληρώνοντας κατί καράγοντε£, ^τιι 

Ά ε Ί 
V (ν Μ' 

(χ-ΐϊν_1Γίν)(ΐ)Ε1ΐ=--ίΓ Γ ί<ϋ)(χΜ((χ-ΐ>ν) 
ι» ■ 

=~Γ<ν)(*)(κ-1)'' 

I* .1 

♦Α-ί 
4. « ί. 

ίκ“ΐ>νΓϊν+1>(ΐΗΐ 

= _ίχ^_>_ί<νϊ(ϊΐ }+Λ 
ν. * ν+1 

6ί|Λ, ιαχύει καί. χίΛ ν + 1 και ενομ/νως ισχύει. Υν Ε ΙΝ , ■ 

Παρατήρηση 2*24, 

Νί,η ΐιο μ <λ^ μορνή του Η , ίραχύττει αν Βέβομμε: 

ΐ = (1-5 )κί+5Χ>3 €[0,1] 

οκίτί; 

V Τ^ΐίΓ· Γ (1-»)ν'1Γί,',«(1-ί )*.+««)4» 

Παρατήρηση 2*25, 

Αν χπ =0 τίτε έχουμε ταυ τνια του Μ^Ε-Ιαιιτίη. Ετην τερ^ιτ&οη αυτή 

τα Κ δίνεται αι<ί τον τΰιοι 
ν 

V ΐί^ΠΓ Γ »-»)ν'1ί<ν)»8*Μβ 

Παράδειγμα 2*20, 

Ας αναπτύξουμε σε σειρά κατά Η4ε-1«3ιιγ1τι την συνάρτηση ΐ(χ)=1ος{1 + 

χ >,χ ε(-1,1)♦ 

Έχουμε; Γ^ΐκ^ΐ-ΐί*"1 ΐ**ΐΗ *αι ί(ν>(0Μ-Πν"1Μν-Π! 
ίΐ+χ) 

Ευνετάς: 

1ο&(1+χ)= 
ν-1 

■ (“1 ϊ 

171 

| ΰΐαυ 

* “(~Π ν 
ν- ΙνΓ* (1“Βίν ^ 

X ί1+3χ)υ 
άύ 

Κ (1+3Χ) 

,'(Βλίιε Παρατήμτχίη 2,25>, βα αποδείξουμε τώρα <ίτμ °· 

Ηέτουμε: β=-^Γ· Τίτε 45 ί*°ΜΪν“Ι 

.* ν-1 

χ *ί-ιΙν-ν ί /.^Γ_ΐ-τ-4*Β<-1)^ν ί -ΤΖ—^ 
15 ί I 1+ΒΧ / (1+3Χ) Λ 1+6ΒΙ 

Αν X >0, τίτε 

ΕκομίνβΚ V* €(-1,1) ίχονμε ότι κν 0 

ν Γ ν-1- ε 1 ω αω 
ν X 

V 

0 <χΛ <1 και 

ν-1 ν 
“ Α{Λ- *ι , 

-τ^7 4“- ν(1-Χ| 1 

ι* Ρ. -* ο και άρα 

χ χ3 . ** 
ν-1 

1ο®( 1*χ >5-— “ — + γ* " _ΐ -1 * + ■ *- 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

τις υποθέσεις ίου θεωοηαστος 2*25 να βρήττ τις ννω“ 

οι£ς εκφράσεις του υπόλοιπου του τυίίου του Ταγίοτ* κατά ί·3’ 

^πιπ^ο και κατά €Ηυοϊιχ. 

Απόδειξη 

Αιό το θεώρημα 2,23 έχουμε άτι: 

.1 ί 
' ι« 

Γ(τ )ο(τ>1ι=Γ(ξ) ί α(ΐΜτ 
ν ^ 

για νΰΕιοιο ξ μεταξύ * $ και χ. 



ίΐϊ βιί-τουΐιε: 

Γ(τ>=ί(ϋ)(ΐ) Μην <3(0- 

Τ^τϊ: 

νΐ^ίί<ν1(ι)·1κ-ι,^ΐ=τί^ 

ΰηλ. η μορφή τον υκίλοιίου *α.χά Ι^ί’δη^, 

β) θ/τοντας τώρα 

Γίϊ>·"τ^τττ"ίίν>ίι) *'■ 0ίϊ)=1 

£χουμιι 

V Τ^ΠΤ ί ?(ν>»1<·ί-^'ι~ί^ \ ι·« 
*·* ■'"* 

(κ-κβΚκ-ς ϊν 1 *£«),,, 
- ™ (νι)1 Γ ίςι 

£ Γΐλ. η ΐιορφύ ταυ υιάλοιίου χίΐτχί (’ίυεΠγ, 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

2·50ΐ*Να. γραφεί € τον τιΐτο του Νοε - ίίΐιιτίΐι με υΐάλαιΐο ογ οΑο μ λ ποντική 

μορφή για την ουνάμτησο ί(κ )~3ΐηχ*:ιι £ ΙΕ . »ο αιοδΕίζετίΓ ε»ι!ατΐ£ £ί- 

τΐί 

Ι"νΙ<-^-. 

2-51, 'Εατι» £,1χ)*κ > 0 μια οννεχήί συνάρτηση με Γ#(χ> >0, Υχ > 0.Λ ν 

ΐ (*)= 1 ί (τ λΐΐ,ν Ευ)„ χ > 0, να α*οόει£ετε ότι.: 
μ ^ ν-1 

1 

§ 2-10, ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥ ΟΡΙΣΜΕΝΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ 

Σ'αυτή την παράγραφο θα αναφέρουμε μερικές από 'ΐς ε 

φαϋ μο γέζ του ορί σ μ έ νου ολο κλ π ρώμη τ ο ς * 

α) Εμβαδό επίπεδου χωρίου 

*Βοτω £ μίΰ μη αρνητική* συνβχής συνάρτηση ί ορισμένη 

στο διάστημα Ια*01 και συμβολίζουμε με £ το σύνολα των ση¬ 

μείων Ιχ.χ) για τα οπαία: 

0 « γ £ £{χ) και α < X < & 

6ηλ. το £ είναι το επίπεδα χωρίο που περικλείεται από τις 

ευθείες χ*α* χ-β* τον άξονα Οχίγ-Ο} και την καμπύλη με εξί- 

οωοη γΜΐ(X 1 . 

Οπως έχουμε δει στην 5 2.2. παριστάνοντας γραφικά τα ά- 

νίμ και κάτω αθροίσματα, αυτά προσεγγίζουν το εμβαδό που πε¬ 

ρικλείεται από την καμπύλη.1 Ετσι το εμβαδά του £ ορίζουμε 

να είναι 

Ε- ^ £Ιχϊά* ^1 ϊ 

Για να τσεκάρουμε αν πραγματικά ο ορισμός είναι σωστός, 

ας βρούμε ΐα εμβαδό ενός ορθογωνίου με πλευρές παράλληλες 

προς τους άξονες , θέτουμε ί(χ)-1* >0 στο διάστημα α ^ χ « β. 

Τότε το £ είναι το ορθογώνιο με βάση 0-α και ύψος Η και 

Α» | ΓίχΙάχ· £ Μχ-(β-α)δ 

ϋ ορισμός του εμβαδού εφαρμόζεται νια σπσιαδήποτε συν¬ 

άρτηση ί που είναι μη αρνητική και ολοκληρώσιμη στο διάστη¬ 

μα που θεωρούμε. Ειδικά* η ί δεν χρειάζεται να είναι συνε¬ 

χής, Εν τούτοις επειδή οι εφαρμογές αναφέρονται σε συνεχείς 

συναρτήσεις, γι' αυτό συνήθως υποθέτουμε ότι η £ είναι συ~ 

νεχής. 0 περιορισμός ότι π £ είναι μη αρνητική, δεν είναι 

ουσιαστικός* Αν για την £ ισχύει £(*}< 0. α^χ^ Β τότε 
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επειδή τα χωρία ία ί χ ί 0» £(χ) * γ «0} και. ία « χ ^ β, 

0 ^ γ € -£(Χ)} έχουν το ίδιο ευβαδά, αρκεί να εργαστούμε με 

την συνάρτηση -£ που είναι θετική. Ιτην γενική περίπτωση που 

η £ δεν έχει σταθερά πρόσημο στο [α,01* τότε χωρίζουμε το 

ία,β] σε υποδιαστήματα στα οποία η £ έχει σταθερό πρόσημο 

και υπολογίζουμε τα αντίστοιχα εμβαδά. Τότε θα είναι: 

Ε- Γ |Ηχ)|άχ 12) 

Παράδειγμα 2.21. 

Αί βοοιλιε το Γΐιβαϋ^ τον χωρίου %ί ιερι κλείεται. αιιί την καμκιίληι με 

εξίΰωόΐι Γ(χ)=χ.'-4χ+3» τον οζονα 0* τι*£ εοΐκίες κ=-2 κπι, χ-4 . 

{Σχήμα 2,9). 

ϊ 

Σχήμα ?. 0 * 

Ειειδή £ί*1 £ 0, αν X €[-2( ί) θ[3,4] μι £(*)«& αν κ € ί 1,3 ] 

4α έχουμε: 

1κ2-4χ+3|ίϊίΐ-£ (χ*~ιλ+2)ι1κ-^ {χ*-4κ+3Μχ+^ (·*-4χ+9}βΐ(=1β 

"Εστω τώρα &υο συναρτήσεις ί και κ συνεχείς στο ία,βΐ. 

θα υπολογίσουμε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από 

τις γραφικές παραστάσεις των £,$ και τις ευθείες χ-α καιχ-β. 
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* , 

Σχήμα 2.10. 

Το εμβαδό που ζητάμε είναι το εμβαδά του μαυρισμενου χωρίου 

ατο σχήμα 2,10* Αυτό είναι η διαφορά των εμβαδών Ε, και Ε2* 

όπου Ε, είναι το εμβαδά που περιέχεται μεταξύ της καμπύλης 

ηαχΐΠχ) *£ίχΠ «χ Εία,β] του άξονα Οχ και των ευθειών χ»α και 

χ-0 και Ε2 είναι τα εμβα&ό που περιέχεται μεταξύ της καμπύ¬ 

λης ι, ιπί £ ίχΐ *β{χΠ .χ €[α.β! του άξονα Οχ και των ευθειών χ-α 

και χ*β. Δηλαδή 

ΕβΕ!-Ε^^ ®4χϊ£[χ)<%(χ)}άχ- £ ωΐπ[£(χ1,£(χ)}άχ 

- Γ (»«ΕΪί{χ) »£{χ) Ϊ*α1η{£(χ) .κιχ)) ]4χ 
ΤΙ 

• ί |Γ(χ)ί(χ)(άχ 
- ■ 

Ετσι 

Αν Γ,£ είναι συνεχείς συναρτήσεις στο Ια.β] τότε το εμ- 

βαδό του χωρίου που βρίσκεται μεταξύ των γραφημάτων των Γ 

και β και των ευθειών χ^α και χ*β, δίνεται από τον τύπο: 

IV) «[X) |άχ (3) 

Παρατηρούμε ότι αν &■ 0 τότε έχουμε τον τύπο ϊ 2}. Σε ο¬ 

ρισμένες περιπτώσεις τα όρια ολακληρώσεως εκφυλίζονται στα 

σημεία τομής των δυο καμπύλων. Σε μια τέτοια περίπτωση αυτά 

υπολογίζονται λύνοντας την εξίσωση £{χ)9|(χ). 
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Παράδειγμα 2,22. 
Θ-ϊ μίβλργέαύυμι ίο Οιΐ του χωρίου του βρμοΝεται μετ«ζι3 των γρα 

ρημάτων των συναρτήστωνί 

Γ(κ)ι**-Χ,·“Κ+11 %{Χ)-Χ+1 ίΐχίμοι 2Λ1) 

Βρέσιίβυμε 1Λ σημείο τομήί, Ιΰνοντος ττ,ν τξμΜσπ Γΐχΐ^ίχ), ^Ι.: 

χ’-χ^χ+Ιη#*! 

ΕΤ^νομ Αί-Ι.ΟΪ, Β(ϋτΐ) λι. Γ{2,3>, Αιά *- αχ^ιο 2,Π ίχουμε (ίτυί βίχϊ« 

Γ(χ/ αν -1 <Χ «ιμ ίίχί < &ί*1 *ν 0 < X < ϊ-ί Αραί 

££ ^ 1 ί(χ >-£ίκ ) | (1x51 I ί χ1 -Χ4'Χτ1 ϊ-ίχ+ϊ) )άχ+ 

7. 
+ ^ [ίχ+1)-{χ3»χ3“«·<ι1>Μ>(*^“ 

Παρατήρηση 2,25* 
ΐ£ *ρλλί!ς «ριιτίίβέϊ,ς ο ρόλος, των * *αν Υ »1βΡεί ™ Λ>χ 

-Ετ&ΐρ αν Γίγϊ καμ βίγϊ τϋναι 6» ϋιινίχεα πυναοΐιΐοπ.ϊ ταυ V ΛΤ 

ΰςάατημα [γ¥&3. τίτε το ϊμβαδίί τευ *ν*μου ίου Βρ^ΝΕται μίτο£ν τ«ν γί ■ 

ΦΠμάτων των ί*£, τον άΕΰνα Ογ *αι των ε^ειων Υ'Υ *·«υ ¥=** Κν.*** 

αηά τον τιίιοί 

11= Γ |ί(χϊ-β<γΗ«ίγ 
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Παράδειγμα 2.23. 

Αί Βρούμε το ιμΒο&ά τον χωοίβυ ίου ϊερεκΛείίΤαε οιά την κθ|>αβ<}λτ1 

Ναι. την 4υθ€Ϊα κ+γ=2. ί Εχήμα 2*121. 

£το διάβημα □ < χ < 1 ^χονμε ως ®ν« »«ν *ίτ» καμίύλη την καραΒολη 

*νώ οι(' Αμάρτημα 1 < χ < Μ ίχουυ* άνω χαμίτη την ευ**υ* χάγω *ην 

ΐοραΒολιΙ. Άρ« 

Ε= Γ ΐν^ί^1^| [(2-χΜ- ν*Πάχ=-|- 

Μι. ■ ι»ι- Οι.ι■ ιίρι^ιί. να ολν«λπρώηουμι ως ιρος ¥» οιίτε: 

Ε=| Ι(ϊ-ϊ)->τ3Μϊ=-|- 

α } Ιμ^σδό χωρίου που η συνάρτηση δίνεται σε παραμετρική 

μορφή 

Ας θεωρήσουμε τις εξισώσεις: χ-^ίΐΐ» Υ*Πη ΐίΐι^,τ*)- 

Γέτριβς εξισώσεις δεν ορίζουν πάντα το γ σαν συνάρτηση ταυ 
χ. Μια ουγκκκριμιιένη τιμή του * μπορεί να αντιστοιχεί σε πε¬ 

ρισσότερες τιμές του τ και οι τιμές αυτές μπορεί να οδηγούν 
ΟΕ διαφορετικές τιμές ταυ γ* Για παράδειγμα αν χ-εοΜ ,Υ»*ϋι*. 

τύιι κάύ. χ ε(-1.Ι) ορίζετ δυο τιμές του γ» γ-ι * Αηο- 

,,, ικνΰ^ ται ύτι αν β ίιι ντ € (ι, Ττ.) (οπότε η χ-κϊΐ) εί- 
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ν«ι αμφιμονοσήμαντη καί υπάρχει η αντίστροφή της) τότε οι 

Εξισώσεις Χ”£ίΐ), χ*ί[ΐ) ορίζουν το γ σαν συνάρτηση ίου χ. 

1ε τέτοιες περιπτώσεις μπορούμε να υπολογίσουμε το εμ- 

Ιία5ό του χμιρίου που περικλείεται από συναρτήσεις που δίνον¬ 

ται σε παραμετρική μορφής σύμφωνα με ίο επόμενο θεώρημα, του 
υηοΐσυ παραλείπουμε την απόδειξη. 

θεώρημα 2.26* Αν γ είναι συνεχής συνάρτηση του \ στο 

διάστημα Ιο,β1, όπου χ-βίΐ), γ-£(ϊ) τότε 

Ε’ I γάχ* { *£*ίβ*ί*)άί 

3ρκεί *α* £(**)*& και οι κ',ί να είναι συνεχείς στο 

111» £ % ] - 

Παράδειγμα 2*24* 

θα βρούμε το ιμβίιιίϋί τον χωρίου ίου ΐ£ρί.*Αιύ[ται αιό τον (ίζανα Οχ 

■αι ίνα τόζο ττι-ς *υχΑαει&ούς: 

κ=οί τ-3ϊηΐί, ^=α(1-ίΰ3ΐϊ ίΕχϊίμα ?.13> 

Σχιΐμο 2.13. 

,ιν^^ * (ΐϊ #0, νΐ € (0*20 ορίζεται συνάρτηση χ=ίίκ), Τ8τε θα είναι; 
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ί·ον κ< ϊ, )=0, *{ΐ})=?™ 4 ϊι=1>. ι?=21- 

Ειΰμί^ως; 

|| 
*11-ββ·ι>^Μΐ-βΒ·<Μΐ»*^ (ι*3σβΛ4οββ^ιΜΐ 

, Γ'"/ _ Ιτοοκϊΐ \ α: [ 
=α3 1 (Ι-ϊεο&ί + —^ όΐ - — I { 3-4οολϊ ίοα^ί ϊ Μι 

β*^-* ^3ΐ-43ίηΐ* ίι1ί^1: ] -3ια^ 

Παράδειγμα 2*25. 

Ας θροόμι ί«ΡΛ το εμβαόό **ν «^κλείεται αιό την καμκύλη: *2'** 

γ=ΐι-3ϊ* -1 < ΐ ί 2 

θα Κάνουμε *£»ϊτα τη γραφική χαράσταση. θα δώασνμε μόνο τον *ίν*·« 

μΐια&ρλων, ϋϊήνοντας τις λειτομίρειες για όαχηοπ* 

ι 

ι *2 -1 0 1/2 1 1 2 

X 6 2 0 -1/4 0 2 

χ* - - - 0 + * 

Υ -2 2 0 -11/β -2 2 

Υ* - - 0 + 

Σχήμα Ϊ*1Μ 



ιβΰ 

Καρατ ιμούμε ότι ο6ώ έχουμε δυο διαστήματα I (: Ιί— χα*, Ιϊ:ΐ>—ΰτα 

οιαιι το κ είναι αντίστοιχα φθίνουβα και. αύξουσα. Σ^υί,ιιώς 4ο, όχουμΓ 

* 1 *Τ’ *{-1>=2 * * {"^)ί_ "μ" γιΛ *δν ί* 

ί* * π (*γ) χ*2ίί2 για την ί? 

'Αρ& 
•2 2 I* ; 

Ε=ί ί1(κ)Λΐ“ Γ ί,ίχΜχ- Γ (ι,-3ΐ>(ίΐ-ϊ)ί1ϊ- ί Εΐ’^υίΐϊ-ΐϋΐ 
Ί-*ι* Αίΐ λ;ι ηη 

ϊί <2ΐ'-τ1-6ξ1«ΐ)ι1ΐ=η^- 

α ) Εμβαδό χωρίου σε πολικές συντεταγμένες 

'Οπως ξέρουμε, ένα σημείο στο επίπεδο παριστάνεται οπό 

ένα διατεταγμένο ζεύγος (χ,γ] καρτεσιανών συντεταγμένων, οι 

οποίες μετράνε την απόσταση του σημείου από ιούς άξονες Οχ 
καί Οτ αντίστοιχα, "Ενας άλλος τρόπος παράστασης σημείων στο επί¬ 

πεδο είναι με πολικές συνχεταγμένες, Στο σύστημα αυτά διαλέ¬ 

γουμε ένα σταθερό σημείο Ο, τον πώλο και μια πμιευθεία με 

αρχή το Ο, τον πολικό άξονα. Κόβε σημείο στο επίπεδο μπορεί 

να θεωρηθεί όχι έχει συντεταγμένες 

ίτ,θ) όπου τ είναι το μήκος του τμή¬ 

ματος ΟΡ και θ είναι το μέτρο της 

γωνίας με αρχική πλευρά τον πολικό 

άξονα και τελική στην ΟΡ.Επίσης χρη¬ 

σιμοποιούμε τις συντεταγμένες(-γ*θ) 

για το σημείο Ρ αν |ΟΡ|·τ και ϋ εί¬ 

ναι Τ0 μέτρο της γωνίας με αρχική 

πλευρά στον πολικό άξονα και τελική στην προέκταση της ΟΡ. 

Ο πόλος έχει συντεταγμένες (0,θ),θ£ΐΚ. 

Στις καρτεσιανές συντεταγμένες κάθε σημείο στο επίπεδο 

έχει μονοσήμαντη παράσταση. Στις πολικές όμως συντεταγμένες 

κάθε σημείο έχει πολλές παραστάσεις, "Ετσι το σημείο ί γ,θϊ 

μπορεί να παρασταθεί επίσης από τα (Γ*θ±ΖΚπ) ή (-τ,θ±ί2^*1)- 

πϊ,Ιί €Ζ,Όμως αν χο Ρ δεν είναι ο πόλος, τότε το Ρ έχει μο- 

Ρ(Γ,«Ι 

Σχήμα 2,15* 

νοσήμαντη παράσταση αν γ>0 και Ο ^ θ < 2π, Ετσι λοιπόν έ¬ 

χουμε ότι κάθε ζεύγος αριθμών (Γ,β) ορίζει ένο μοναδικά ση¬ 

μείο Ρ τέτοιο ώστε |ΟΡ|-|ε] και θ είναι το μέτρο της γωνίας 

που έχει αρχική πλευρά τον πολικό άξονα και τελική την ΟΡ 

αν ο ο και την προέκταση της ΟΡ ως προς τον πόλο αν γ <0, 

Η σχέση καρτεσιανών και πολικών συντεταγμένων δίνεται 

από τις εξισώσεις: 

1^*1, Γ ?-Χ2+γ3» Χ-1ΧΟ50, γ-Γ5ίηθ 

“Ετσι το γράφημα της εξίσωσης τ»£{θ) σε πολικές συντε¬ 

ταγμένες είναι το Ιδιο με το γράφημα των παραμετρικών εξι¬ 

σώσεων (με παράμετρο θ) 

χϋ£(θ)εο5θ, χ·£ίθ)ίΐηθ 

σε καρτεσιανές συντεταγμένες, Αντίστροφα. το γράφημα μιας 

δοσμένης εξίσωσης ως προς χ και γ είναι το ίδιο μι το γρά¬ 

φημα ιπς εξίσωσης ως προς τ και 0 που παίρνεται αντικαθι¬ 

στώντας τα χ και γμε τεο&θ και τπϊηθ αντίστοιχα. 

Για να κάνουμε ίο γράφημα της καμπύλης γ·£(Θ) χρησιμο¬ 

ποιούμε την περιοδικότητα, την συμμετρία, την μέγιστο και 

ελάχιστη τιμή του γ και τις εψαπτόμενες στον πόλο. 

Το γράφημα της τ-£ ί θ ϊ είναι συμμετρικά ως προς: 

α} τον πώλο αν αντικαθιστώντας όπου (γ,Θ) τα [-γ*Θ) ή 
1 

[Γ,π+Θ) η εξίσωση δεν μεταβάλλεται. 

0] τον πολικό άξονα αν αντικαθιστώντας όπου ίε»θ) το 

(γ,-0) ή I-τ*π*θ! η εξίσωση δεν μεταβάλλεται 

γ] την ευθεία θ*αν αντικαθιστώντας όπου (τ,θϊ το 

(τ,π-θϊ ή ϊ-γ,-ΟΪ η εξίσωση δεν μεταβάλλεται. 

Ειδικά αν το γ είναι συνάρτηση του §ίηθ τότε η καμπύλη 

είναι συμμετρική ως προς την ευθεία θ»-|-, ενώ αν είναι συ¬ 

νάρτηση του εο$θ είναι συμμετρική ως προς τον πολικό άξονα, 

Η ευθεία θ·α είναι εφαπτόμενη στο πόλο του γραφήματος 

της γ·£(Θ] αν Πα)»θ και £*(αί #0. 

Ας δούμε μερικά παραδείγματα: 
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Παράδειγμα 2,26. 

Έστ« Γ=1-2ΐΰ50* Αυτή ενυιιν ιΐ^νϋδική με ΦΕρεσ&ο 3* και συμμετρική 

ως ιρος του ιολικά άζονα. ϊ.ιομ£ν·ως αρ*ε£ να ιάρουμε τνς τιμές ταυ I) στο 

δγάβτημη [Ο,*]. Οι εφαττάι·ευες στον ιήλυ είναι για ·= ,ΐχηματίίσ ■„!- 

μΐ τον ετάμενο ίίνακβΐ 

0 0 
1 

6 

11 

Μ 
κ 
3 

!-— 

V 

2 
2κ 
3 

3ι 
Μ 

5ι 
6 

1 

Γ -1 ι-ΥΤ ι- Υϊ ΰ 1 2 1+ γ2 1+ Ϋ3 3 

Το γμίίφπμά της αιισδί δετοί ΰτο σχήμα 2*18. 

Γχήμα 2.16, 

Παράδειγμα 2,27. 

2ΐ 
Ας κάνουμε τό γράφημα της Λυτή 2χίι νεριαδο , τίυοι 

συμμετρική »ς ιρσς την ευ&εία ®=-!τ* ίχει εφοχτάμενίς στον *άλσ για 
1. 2 ϋ * 

0=0, 0= ™ και 0= —και, η μ^γιρτη τιμή τον Γ είναι 2 για 0 = “ ·αι 

^ ι & 
&= —£- και η ελάχιστη -2 για 0= ~ψ - 

0 0 
Τ 

12 
I 
6 

I 
3 

δκ 
12 

Ε 
2 

Γ 0 γϊ 2 0 * Υϊ -2 

3πΏ 

Ιχήμα 2.17- 

Παρατήρηση 2,26, 

"Οοον αφορά την γραφική ιαράατααπ τ«ν καμίνων γ=ϊ<0> *ΖΪζ*ΐ> να οη- 

μΕίκααυμε τα εξής: 

Οι εζιαώσεις της μορφής 

Γ"αΐβοοΗθ ή Γ=α1Β6ΐο0 

ίχουν γραφήματα κοο λΐγανται « Π 1 ί Π. Αν Μ *!*! ° «αχλεας ί~ 

χες δυο ελεείς. Αν ΜΗ*! ^ Ρ*· ωί λ^«ΰ" καρδιοειδής * 

Αν [α| >|»! ίχεε μεα Φηλιεά καν ίχει την μορφή καρβμορφωμένου κύκλου. 

Ον ΐξνοώοεει της μορφάί 

ΓϊΛΟϋ^ίνβ) ή γ=ο3Ϊπ( ν0Ϊ, ν>2 

ΐαρεοτάνουν ιίταλβ λσνλουδιών. Αν ν ιερείτάς η καμιάλη έχίν ν χίτα- 

Αα, ενώ αν ν άρτιος η καμϊάλη ίχεε 2ν Φ^ταλα. 

Για να υπολογίσουμε το εμβαδά που περικλείετε σπά μεα 

καμπύλη σε πολικές συντεταγμένες εφαρμόζουμε τα παρακάτω θε¬ 

ωρήματα, που τα αναφέρουμε χωρίς απόδειξη: 

θεώρημα 2.27, Αν η Γ είναι συνεχής και μα αρνητική στο 

διάστημα ία,ρ}, όπου 0 <0-α < 2* **τε « ^μβαδώ που περί- 



κλείεται από την γ«£(8|, 0*α και. θ-0 δίνεται από τον τύπο: 

Ε- 4" Γ 1*<β| 1*<ΙΘ 

ϋεύρημα 2.28. Αν οι ί και £ είναι συνεχείς στο διάστημα 

Ια^β] και τέτοιες ώστε; ϋ * ^ί01 * ί(θ)* νθ € [α,0] τότε το 

εμΡαόό που περικλείεται από τις τ-Γ(βϊΦ γ*κ(ΘΚ β«α και 0-0 

δίνεται από τον τόπο; 

ί-χ ί Π£(β)]'-[81θ)]ί]ι1θ 

Παρά5εIV μα 2Φ2&Ψ 

θα υκολ&γίαουμτ το εμβαλό *ου ΐΕρνϊλε^εται αι<5 ττ»ν χαμάλη Γ=23ίϋ3£ 

ΐ&ΑέκΕ οχήνα 2. Π)* *Εχονμε: 

-£056» 
1*"^ ^·Γ> 

Ε=3' | 43ΐηί1θ<1ΐ=&1 Λ 

Ι-·/ί 
ί 1-οα9ί ύ ),!»= 3 [»- 8ι"β* ~| 

θ» 

*Π 

Πσράδεινμα 2.29τ 

θα. υπολογίσουμε το εμβοδά ίου βριοχιται μέσα οτον «ύκΑο ι*χ5οο*β 

*αι εξω α%6 την καμιιίΑη γ=2+οοξ» ίΐχη- 

μα 2.1Θ), Τα ζηιατίμΕυο εμΒαδά είναι το 

ύιτλάοιο τοα ΑΒΓΑ.Ετο διαοτημο 0 < 

ΐίναι 2+505» ί γ ί 5503», Άρα 

ίηΙ> 

[ 25βθ3?*-{ 4+4ϊ;ο5»+ρο3 ?β> 

(·η 
= | (β+1?ςο32θ-4ίϋβ»>ι1ϊι 

= —5”*^ Εχίμο 2,16 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

1 Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από 

το γράφημα της συναρτήσει* ί »«" - ώ*°να 
Οχ και τις ευθείες τις παράλληλες προς τον άξονα Ο*, που περ¬ 

νάνε από τα σημεία των τοπικών ακροτήτων της συναρτήσεως. 

Λύαη 

βα βίϋΐμί « «η»ύ> ™» «ΚΡ-» ΤΜ·*· τπί μ»«>ρτΛθ^ϊ. “*», 

ί·ίκ)=«'Κ(-**'»2> «Μ- ί" £*1=*"’*ίϊ·,-*-3ϊ- Ε*"·4*! ί '(*)=0 >“ *= 3 

1 Ηΐ *=ί «βι. ί*·ί-2)»0. ί”<1) <0 η ϊ «<ιβο»*».ί«>· *Μχ«»<> 

κ=-ί ίο ϊ »«-ΐΜ ™ι "^οβ’· τν“ *=Ι ΐβ ίβκ'ί11>Ιί* ** ■ Τ® 

(Ι,ίοίί «ου μπΐμι ίίναι. ιο« μουρ^ομίϊΟ» **£·» «το »,*» *·»*· 

Εκι,Μ «■) » Ο, ν*ί Ι-ί.1] * 

3*β ^" 12 
ι,-“ί*,*ϊ»υ+.·ΐί»[-·'"ι«,«»« >«·'*>:»■—ό 

£ 
2, Να αποδείξετε ότι η παραβολή χ2-2αχ διαιρεί την έλ¬ 

λειψη *%**&*·**' οε δυο μέρη, των οποίων ο λόγος των εμΡα- 

4π+ ^ 
Βών ^ί ναι 

8η - ι/Τ~ 

ΑκΑ&βιξη 
» ΐΐ^,+3υ5ϊ4&ί Βαία κονιιι την τετμημένη 

Αΰνοντοΐ το οιίοτημα X '2οκ, «χ +^ -« ορ μ 

«μ οιμιίον ιονΛί Γ ιπν ■>"-§*. β= ίχοιφί! 



1β6 

Ει=εοβαγ=?ε:οβα’?/9 Γ 
•η ΫΤ 

ί**-χ*Λχ 

=ί νε-|- ΐΡ | ♦ ν?νΓ = ■ί«»» Ϋ* 
' }·η Λ ντ & ντ 

Γίίι «ι βροΰυε το εμ&αΜ του υι^ΑοΕί0ϋ τμήματος, αρκ^ να ίΐφαι,ρέ- 

*·*" το Ε, αε<5 τρ ίνΜ τη5 ίη^ζ. Αί β(Μ^ ,ρώτα το 

ΐηί Λ*·***- *Ρ0βΙ.Ι***Μ*««ρ ϊϊΛ (υ»**, Τις Μρβϋ,ε,ρμίίς £*«*,*** 
2(| 

*8βοο*ί· ν=“±-— ^Ιπέγ» Κι ς 2ι ^χουμ«; 
Γ * 

Ε"4 ί ^*»Γ ~38ίηί·ί-Β9ΐηΐΗΈ=2ΐ^- 
*· **η γϊ γγ 

Άρα 

Γ^Ε-Ε,- 2ΐ*' ,»!<4ι+ν3) _ α*(Β«- V*) 

1^3 6 Ϋϊ 6 νΤ 

ΕίΟμίνως ιραγματίχα» 

^_α2{^ΥΪ) . ΐί^νΐ 

6 & ΐΤ 8κ- ΥΓ 

1, Να βρεθεί τα ευβαθό του χωρίου που βρίσκεται έξω θ¬ 

'10 τον κ**λο Γ"-*3ίηθ καε ρέσα στην καοΒιΟΕίβή Γ-2(1-εα*6). 

I 8? 

Λύοη 

Για 0 < « < « οί ·β|ΐ*&« τέμυρνταί ατον τύλο καί οτ° οημείο 

η17 

4ρι/3 

¥ 

Εχήμα 2-21. 

^ Α ], Παρατηρούμε ήτε το οημεμο (ί* ^") τυί ^'-Ε£ ουντεταγ 

μ£νε£ και. οτην καρ&ίΟϊίΜ και- στον κύκλο, ενώ ο κύλος έχει συντεταγμ^ 

νες {0,0} βτη« ·αρ6ίθίί^ καί (θ*“-) <>τον κύκλο. Άρα 

-ΙΦ Γ^> υ 
^*3[’Τ2- *2-2θο3θ)?ΐΙ*-^ ί-Β™**^*1* | 

ίι.α Λ 
16 - 6005*+ 2ε«* Μ®-101 (1 26 )4* 

= |&6’6ε1η6+5ίιι26^ *“[' 
3ΐη?6 1 

1 ·+—?-] 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ--- 

ΖΛΖη Να βρεΰούν τα εμ&α&ί των χωρίων καν κερίκλείονται αΐύ Τίί ταρα 

κάτω καμιύλε;ι 

ι> ίΜ= ^ϋί* - » Ο * X <Τ 

—* ^ τ·! * £ 3. ν=0 
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Υ) Είγ>=1-3γ3 

6/ Ηχ)-ΐίηχ, £(χ)ΐεο6Χι ο ΐ χ ς 2ι 

ΐ ί Χ^+γ^Εΐη, γ2=αχ, γ>ο 

στ> χ2=2αγ, Χ2±Μαγ-α! 

Ο χ*τ4γ-Β=0, χ*2γ 

ΐ)¥3(ίϊ|ί-1ι ^-κ-1 

2,ϊ3*.·ίβ Βοιίι; ΙΟ ίμίοΜ τον „»ίοο ,0„ βο,-α.ετο,, „τ0 1οώτ(1 Τ1:ΤορΤ,|ΐ4. 

»ιβ Μίοο ο,ο, «ύηΛο «ν'»»»1 «Ον ,ρίίοΟΓΓοε *,< ,ο4 ηραίο»* 

*!~2ΰΥ ·Ί·1ΐ- β>0 

2* 54,+Να βρίθεί Τΰ Εμβα^ ταμ χ«0Μ*ί ΐοιι μο^κτει η ^κερ&οΛιΙ χ*-3χ2 1 

&ΐ<ί ΤΤΐυ έλλειψη Χ2Τ(*γ3ί:β. 

2,55. Να Β#εΗι: το εμβα*ίϊ χου ιερεχΧβ*™^ αχό τηυ καμι^Απ χ1=ι*χ,( ι~χ). 

ΙΤο εμβαΔύ ιπς βηλεεΐίς). 

ϊ.56ο Να «αόρατε 8τε „ ε^έα γ=* ^ί01_ρΕι; την **+3^-6ϊ βί- 

Αύα μέρη, «ρν τα ίμβαόα του* ίχαυν λόγο 4*~3 Υ* 

8*+3 ^ 

2.57. Νο ..«».,·{,« ίτο ,ο ,μβαόβ ,00 ,ορο-οο «ον «ρηλαί*,*. Λ%ί „ 

>ρί.οοο τοι Η*)=β-“*οΙ„»ο, !ί0 ,*. ΙβΜ 4Εο1η ΟΧ ηΊα^ ,Βίώ( 

Λεαΰοχί,ιιών αηκΐΟιν τ*ιΜ£ με τον 4|βνα Οχ ειΤίκι -^7|ρΐ1+*'αι/β>2 

2.50. Να βοί*ε£ τα εμ&ά6<5 του χ^έαυ «αο &ρία**ταε μέαα στον Λ1)*χ0 

^αΓ-ϋ5ΰ, γ=αβ1η* χαε έζ« αι^ την υιερβολιΐ χ=8θθ3Νΐ3. ^ββΙηΕυ,ό- 

*αυ Ο < β <α* 

Ζ.59.τ Να βρίθουν το τυβοβΝ τον χΜ,Μ,ν .οο ττου.Λιοο.,οο α.ί το* «αβο.<£- 

ΤΑ» ΚαμίύΑΤΪ! 

α^χ-αίΐ^Ι), α>0, Ε >ο 

β^ϊΜΐηΐ, γ’β9ΐη2ΐ( αΐΟ* &>α 
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υ) χ-τ3, γ-4- Ο-τ^ϊ 

6) κ=ΐ3 - 1< Υ-*1** 

ε) χ=εο61* ϊ=·1»11ν 

οχ> χϊΐεοδΗ, γ=6ϊη2ΐ 

2.60. Ηα βρεθούν τα εμΒα&ί ιαρ ιερι-κλΐχονταν αηά 11,1 χαμίτες. 

<ΐ) Γ=1-ζ03& 

Β> ι*=ι-?5ϊπ« (της μεχρήί βηλε^άϊ) 

γ> Γ=»ϊηβ, Γ·=1-αίηβ 

6\ έζω αιό την Γ”·1 *τ*ν Γ=1+ί0β® 

ε} ίζ« ατά την γ=» Λθ1- νίββ οτην Γ* *2ο5<:οα*. - * θ ** Τ' 

οτ) Γ-αο*θρ γ=Ϊ< 1-βΐπί5). -■ ■ < * ^ 1 

ς) νέα* 0,00 Γ=-6005β ·βι 2(« οιί ,πν γ=!(1-ομ») 

η) ίί» 3,0 την Τ=14 = Μ» «οι νίοο Ο""1 Γ=3οοο» 

ρ) Ηήκος τ6Εο>ί καρΐ#Αης 

^Εστα» μία καμπύλη Υ με ■βρβίικρ'.κίς εξίοώσεις: 

κ-κίΐϊ- Κ-Π«). * £ΐα3) 

, η,ι. * ι ι ηΐα διαμέριαίΊ του (α*0ΐ- 
(Σχήμα 2.22) κηι. Ρ*( I < Λ  .1 ν' μί 

} 
Σχίσμα 7.77. 
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Ας είναι* Α^Ιβΐ* Πΐ^Μ τα αντίστοιχα σημεία της γ,Τα σπ- 

ιιεία αυτά ορίζουν μια πολυγωνική γραμμή, Σχηματίζουμε τα ά- 

θροίαμα 

V έ ^[ί(ι1)-β{ι1_1)Ι’*[Γ(ι, Ι-Πΐ. ^]1 

ϊίου είναι το μήκος της πολυγωνικής γραμμής που ορίζουν τα 

σημεία Α^. θεωρούμε το σύνολο I όλων των αριθμών 1? που αν- 

τιοτοιχούν σε όλες τις δυνατές διαμερίσεις Γ του [α,33, Αυ 

το σύνολο αυτό I είναι φραγμένο, τότε π καμπύλη λέγεται ειι- 

θμγραμμίαιμη και το ίυρΓ*ιιμπ 5=1(γ| αιιτοιί του συνόλου λέγε¬ 

ται μήκος της καμπύλης. Γράφουμε 5*1*(γ) για να δηλώσουμε 

το μήκος τόξου της καμπύλης που ορίζεται στο διάστημα [α,0]. 

Αν σι συναρτήσεις β και ί είναι συνεχείς, τότε η κα¬ 

μπύλη γ δεν είναι αναγκαστικά ευθυγραμμίσιμη. Γία παράδειγ- 

μα ας θεωρήσουμε την εξής ακολουθία σημείων του επιπέδου: 

Αϊ-!Κύ!,Α1.(|11),Α1,(-}-( ο) .Α,» (-£-»-3-) κ.τ,λ, δηλ. 

γενικά: 

Αν* (“ν*Τ * "νΤΤ-} * αν ν «έρωτός 

και 

Αμ· ( “ ; γ * 0 ) * αν ν άρτιος 

Μπορούμε εύκολα να κατασκευάσουμε μια καμπύλη Υ που να έχει 

ίχνος ΑηΑ, υΑιΑ3 μ,,.Α^Α^+1 υ,,, και να ορίζεται στο διά¬ 

στημα Ϊ0.11. Για να συμπληρώσουμε τον ορισμό της γΙε} για 

1 €[0,1] ορίζουμε γ10]·0. Τότε προφανώς η γ είναι συνεχής 
καμπύλη. Εξάλλου εύκολα προκύπτει ότι*: 

(1 (Α&, Αι ] »+ * <1( Α| * Α3) > ·γ· , άίΑ^Α,ϊ 

ΠίΑ,,Α,ϊ >4- » «1(Α^, . ΊίΑ,,Α,ϊ >1 
ώ Μγ '1{ Αί,Λ1 > συΐιβοΛιςουμ*: την αβόσΐ&ση ΤΜΥ Οηιείκυ Απ χαι Α3 . 
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Επομένως» αν το μήκος τόξου της γ υπάρχει* πρέπει να 

είνσι μεγαλύτερο από τσ άθροισμα 

ή 

Αυτή όμως είναι η αρμονική σειρά* η οποία ξέρουμε όχι δεν 

συγκλίνει« Άρα η καμπύλη γ δεν έχει μήκος. 

Για να είναι μια καμπύλη ευθυγραμμίσιμη χρειάζονται πιο 

ισχυρές συνθήκες από την συνέχεια. Πρέπει οι συναρτήσεις Κ 

και £ να είναι φραγμένης μεταβολής στο [α*θ1* που είναι ι¬ 

σοδύναμο με το να έχουν οι β και £ συνεχείς παραγώνους στο 

(α.01 ίΕφαρμογή 3β της 5Ζ-6Ϊ* 

θεώρημα 2,29* Αν οι % και Γ είναι συνεχείς στο Ια,θ) 

τότε η καμπύλη γ είναι ευθυγραμμίσιμη στο ία,Ρΐ και έχει 

μήκος 

5-ΙΙν)- ί ^Ιβ’αΠ^ΙίΊιΠΜι 

Για την απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος θα χρειαστού¬ 

με ίο επόμενο 

Λήμμα:4 Εστω γ μια ευθυγραμυΙοιμη καμπύλη στο Ια,ΡΚ Αν 

α <ο <θ τότε: 

ΑπόΰΕIζη 

Έχ,τω γ γϊ οι ίεριοριαμοί τΠ£ Υ δίΛοτΑΐιαια [α*ΓΪ »«ι 

««τϊσίοιχπ, -εοτ* Ρ, και Ρ3 Λι,αμίρώτκΐΛ αντϊοτβι,χ* τ«ν (α.οΐ 

«□ι [ι*β], Τόιι η Ρ=Ρ! 0Ρ? ιίνοί δναμΐριαπ τον [ο,&ϊ. Αι Αο * 

Λ . .„,Α τα οπμεία υιόν γ ίου ^τιστοικοόν οτα αημιιο τηί όιαμέρι- 

ηη« Ρ. Τότ* ζ* έχονίΓί ύρ Α*ού οΐ<5 Τ0ν ^<Μγϊ ** & 

χαυμε: 
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Ιρ < Μγ)-Ι,ρ 
Μ Ρι 

για κάθε βιαμΐριση Ρ| του [β,ΰ]. ώΓίλαΦη το Μγ)*1, 

μα, ΤΟΟ Ουνώΐαυ των αριθμών V ϊ Ρι Αιαμέριση του [α,ι}1„ Όμως 

είν.31 ΐίν« #1- ι γ- 

Μη) 

είναι, το 5 υπφτ'ίΗΓτινίτι αυτού τον ουυύλου και ειομένως: 

ή 

Μη) * ΜτΜ* 
γ3 

* Μτϊ-Μγ,ϊ 
Γ1 

Εκανα λα μ χάνοντας το ίδιο σκεκτικύ έχουμε: 

Μγ?> * Μγΐ-Μγ, ί 

ή 

μτ,ημυ,) * Μυϊ (ί) 

Για να 4ΐο6ει!ίουμε την αντίστροφη ανισότητα της (1ί θεωρούνε μια 

οΐριαθήκοτε Αιαμέριοη Ρ τον [α»β] καν Α^,Α,^-.-,Λ τα σημεία ϊης 

Υ ·ου αντιστοιχούν στο σημείο της Ρ. Τι σημείο γίσϊ &α βρίσκεται με¬ 

ταξύ 6υθ διαδοχικών σημείων Α._^ και Α. ή στην καλύτερη ιερίιτμση 

θα Ταυτίζεται με ένα αιά αυτά. Διαλίγουμι μια άλλη ύιαμεριοη Ρ' τομ 

[α,έΐ κατά τέτοιο τράτο ώστε οι κορυφές της ιαλυγωνιχής γραμμής να εί¬ 

ναι τα Αρ*Α|,.,*,Λ._ρ γ(ο),Α.„.,.,Α^. (Αν το γ(σ) ταυτίζεται με *ά- 

*οισ Α, τύτε Ρ'·ΡΪ* Προφανώς Ι*ρ €■ 

Ετις κορυφές Αφ*Α)ψ*.*ΤΑ^, γίσ) αντιστοιχεί μια Διαμέριση Ρ] 

του (α,ρ] και ατις κορυφές γίσ), Λ. ρ.,.,Α μια διαμέριοη Ρ2 τον [α, 

8]. Άρα 

Ι^ρ « ν=ιρ ΨΐΡ * Μγ, Ι+Μγ,ϊ 

Αφού αυτί ισχύει για χάίθε διαμέριση Ρ τον Ε *>&) θα έχομμε: 

Μγ) ί Μγ1 )τίι(τ1) {2) 

Λιύ τις (11 και (2) έχουμε το ζητούμενο,· 

Λΐι6Βει£η του Θεωρήματος £.29. 

Θα ακοδείζουμε ιρώτα άτι π καμκύλη γ είναι ευθυγραμμίοιμη. 
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*,ί4 β, χ' „„„ γ' χ<ν.ν ««««<* ·ι· Ι-.β) *4« -«·«.<■«> 

<»')’ «*»ν οννεχχνί, ο»ο 1-.Β1 «ν «·«<«« »· -<*·"· 

„χ<ι 0,. [..·ι.*«» ι*·»-*»1 ■« ί»·1"»1* 
Ας είναι Ρ «να διαμέριση τον I»*»] *αι- Α,.Αι,,-*.^ τα απμε 

στην Υ μι Αβ=γ(α)( Τύτε: 

γ - £ ΐ/ϊ»(ΐ4)-κίΐ1.1)ϊί+1γίΐ|>"ϊΐι1-ΐ>^ 
* ι*Ι * 

*,ί το Θ£»ηυα «ΐοτιι τν»*ι ΙΟ». ω*«ΡΙ·'»ί ΛογνοιΛ'ϊ «ΐρχον, “ι 

^ σ£ .«ο 6,*.τη»ί (Ιι_1.«1) ,ίτ0,'“ ώ,Τ': 

χ( ί £>-*< 'ι_) >=χ ’* “ι"1 ι'ι 1-1* 

γ(ιί)-ϊ(ιΙ.1)=» '(ιι){ ν^ι-ι’ 

*Ετσι 

νέ ^[χ'<»1Π,*Ιγ·<*1>1’<ν*1-ι) <3) 

■0ι1« Ικτνι· < - Ιν'ε->1’« ΐν'<»>!*ν1* «“<*« 

Ι^,·* |/(κ'(ιι)),«Ιϊ·<μ))! Σ.<ν11-ΐ' 

ί (ί-χ) '*»>!* 1“’ 

,ΙΛ Ι0,.ίν <χ.«„£ 4χ, το οόνοχο 41ρ. ί 6ο«ί.ο»η τοο Ι.,ίΐ) «ί* 

χν» ,οονν/νο «ν ν.»νί»« * τ νν«ν ^τοοννν'ονιη. 

Ορίζουμε τώςκι την συνάρτηση 

ι Ι^ίΥΚ ο < Τ < Α 
5(Τ)= 

I 0 » ΐ =α 

ήηλα6ή 5<0 είναι τα μήκος τύξου της υ £Β*ιί ° μίϊ(ί,ι' 

Μίζουμι Ατι η 5 είναι ,αραγωγίσιμο νε 

Για ίι>0 είναι 

5’ίυ* ΐ/ίχΊτϊΐΜϊ-ίοϊ7 



1 

$1 ΐ*ίΟ-5 (ΐ}***^ί ί )-ΐΛ(γ)=ί.1 +Ν γ) 
« Λ 

9«ΐ τα Λ ή υ υα. 

Αΐίί την £«) ιι( 9^1, έ-ι +3ι έχουμί; 

£■1 Ε+1ϊ)-£ί ί)=Ι,* \γ> € η |/[χ'ίιι)]' *(οί I1 (5> 

ΥΙ" «ακοιους αρυάμαύΐ υ.υ £ ί ΐ,ί+Ιΐ) 

βεβριυντας τώρα την καμιύλπ γ ακά ι μέχρι ι*Κ αιά την 13) έ¬ 

χουμε : 

ί^,-Η ^[χ*ίν)]*+[γ '(ϊ)Ι; υιλ τυχαίους ν,ζεϊτ,τ+Μ 

ΑφΟίί 1.^ ^ 1.^ ^(γ) 6η έχουμε; 

Η ^/ΐχ'ίΐίΠΜρ'ίϊ;)!* *£ $(τ*[ι)-5(ΐ) (6> 

Αιέ ΐΐί (5) ·9ί (6) *α ί ρ νο υ μ ε +: 

Αφοί! οι *\γ' εένΰϊ, αυνεχει’ς και *,ζ,υ,υ € (ϊ,τ+δ) ταέρυουΐάΕ τα 

ήρια οτην (7) έχουμε ίτς; 

«'<*>«*»5ίΜΙί^τ) I|/[»·(υ]Μ/ (1)Ρ 

Η ^ 
ε«μίν*£ ΙαΙγ)=5ΐ0ϊ=Ε(0>-5ίο)= I Ζ'(τ)αχ 

*■ 

5 | ΐ/ίχΊϊΠΜν'ίι)]1^. - 

Ειδικά, αν η γ δίνεται από την γ·Π χ), χ € [α ,0 3. όπου η 

Γ υπάρχει και είναι συνεχής στο [α,ΒΙ, τότε από το θεώρημα 
2.29, θέτοντας χ-ΐ, γ-Πε) έχουμε ότι: 

* Η (7) ισχύει Γκέβης και, γι* Η-κΟ 
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5* | Υΐ*£Γ {χΐ 51"!* 

Αν η ν δίνεται σε πολικές συντεταγμένες ττ[0),Θ ΙΙ&ρ 

0 ] τότε προκύπτει εύκολα* από το θεώρημα 2*29 ότι: 

γ*ϊ_ 

5- νϊ,ϊΙθ) + ΙΓ' (β)!1*» 

Παράδειγμα 2,30. 

Ας βρούμε το μήκος τάζου της ΐΰρ&βοΜς γ5-1»* ή σε «αραμετριχές 

Γ.ςι,άιΙοΕί^. χ=ΐ?, γ=2% με ί€[ά,ΐ), Έχουμε: 

-( _ ^ 
5= I I ν^*1*1* 

Λ Λ 

=ϊ ^ ΐ γΐ+Τ** "Τ 1οβΙι* νΐ^ΐ] ί (ίσκηοπ 1*110) 

= Υϊ+ΐοώ 1+ ^3), 

Παράδειγμα 2,31. 

Το μήκος της έλΛει^ης χ=αεοβΐ, γ=05ίπΐ, ΐ€ίθ,2τ] είναι: 

-3· __>3* _ 
ε* | Υαίβϊη,ΐ+β3«ΰβ*τ<Ιι=α ^ Ϋΐ-^οο^τάι 

1 α2 
ό*νν Κ7- -7°- < 1* Το ολοκλήρωμα «ιπτί Λεν υΐσλογιςεται ατοιχίυοδως, ■*- 

β1 

ρά ράνο μτ την βσή&οιο. σειρών, ΑνΤ<5 λέγεται ι Π ( ι I ΐ ι * ί ο- 

λ Ο * λ ή Ρ ω μ π {Βλέιε και §1.9). Η ονομαοία χροιίλθε αι«5 αυτί ηκρι- 

Ρ^ι το γιγΰνής, « *ι:ιΜ κρωτοεμφανίστηκε όταν νεολογισμό του μήκους της 

Ιλλίιφης* 

Παράδειγμα 2*32* 

Για την καμτύλη κ = Γ0*ΐ( 1+£θ3Ι ϊ, γ=«1 ιιΐί 1 + 0Ο3Τ), 0<ί «2* έχου¬ 

με: 

Ζ-- Γ Γ V* 1 ητ-κϊπ2ΐ ϊ3 +(005Ϊ1ΪΟ521:)*ά\ 

Λ λ 
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ί*" __ -Ι· ,- -3* 
Ι+εο&ΐΜΤ=2 ^ •^*<1ΐ:=2 I |ί±ο& |άϊ. 

ν ΓΙβ 
-2 I ΟΒΛ-γάΧ-ΐ 1 εοβ-γθϊ^ 
'ΐ Λ 

Παράδειγμα 2.33, 

Τα μήκος της «αμόι,αεμόσύΐ Γ-α(Ι-Εθβθ), 0 ΐ ί ΐ ?ι είναι, ί 

5 = 2 Γ ΫΡ^Τ71^^ ^ *( 1-ζ05^’+ί!, ΐπ/ 8(13 

= 2α^ ^2( 1-ϋθβΐ Μθ = Μα£ βΙπ -|- 4θ=&α 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ___ 

Να βρεθεί το μήκος της καμπύλης 

χ«α|ςο5Ϊ + Ιθ£Ϊ8 

^■ύίίηΐ , -γ· ς ΐ ς —·|— * α > Ο 

Λύοα 

Έχουμε: 

χ '=α/-3Ϊηϊ-Μ—' * —-—γ- *-^\=α/*3ΐηΐ+ —τ— | -ο'<:ο3ΐ*οΐ:βΐ: 

V τ*Χ οοβ2^ η ν *ιρί/ 

ϊ*-αεο5ΐ ^ 

κ/*+γ *“-α?αα3? 1· ^ΐ0!Τ+α^οο5 ' Έ=α2ί:,ϊ£ίι 

Ετομενως 
-3*Μ __ ι*|* *»/< 

5-1 νκ^+γ Γίάι= ί α | οΐ^ί | ύτ=-« Γ οΤβΐίΙΐ 
Λβ Λ/ι 

| Π ί ραΐ η Ρθ άμε ίτν $ >0* α^ύ 

= -α1οκ3.ίτιΐ 

Ιο® 
7 

<:ι3 

!»3* 
=-αΐΡΕ 

<■& 

} 

2 
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ΧΓΧ/#Χ£/Γ---- 

2*61 + Να βρεθούν τα μή*π τον κομεύΛων: 

^Λκ)=*3/ί. Ο < κ € Μ 

β) ί(κ)=1ο^(ρρβκ)} 0< 

γ> £ί χ)= -|-1*Υ?-ί“1β|(κ+ ν^ί>3* ι<* 

5) ί(χ)= -ίΐΐΞ£^1ί--1οΚ<εθ9Κ1 ^Ι+^ΟΒ^χ)* -ζ- <51 *-γ 
€θδ X 

. ., , . 4 ι/~ϊ α. >., ^ 
ε) Κ*ϊ*ιι1οί---- τ° * »Τ<1!<:: Ϊ 

2.62* Εκιΐσης να βρίθουν τα μδ·η τ«* καμίύλων; 

«>**=«« *ι, ν-ΒΐηΗ, 0 < I < 2ί 

Β }*"χ=α(τ-3ίηΐ), γ-α( 1-οοβΤ)„ Ο « ΐ < 2* 

'ϊΑκ-αίϊΟΜΐ-έΟίϊΐ)» ^=α(2βίπΐ-3Ϊηίϊϊ* Ο < ί ^ 2ι 

θϊ ϊίίιΐίεΟίϊ'ΜΒίϊΐ^Κ ^-αίϊ1ηΐ’"ΐοο5ΐ ϊ* Ο < ΐ ί 2· 

εϊ ^(ΐ^-ίΪΗΐΐϊΐ+ϊΐίσβΐ» ^ - (ίοΟδίΐίΤΗΪηΐ,Ο <(<ι 

οτϊ ίΐϊ^ίοοπΐ+δΐητ), ^(αΛΜίΜ), ο ϊ X * % 

ς> χ=%-ί£ϊτ* ϊ= 1 _1οβ2 * * ^ 1θβ2 

η 1 ϊ*=αΐ 1+ΐοβθΙ, ο >0, 0 ^ θ < 2* 

θί γζοοΙο* -γ ι =ι >0 

.. * Δ*/***-*/* 
2.63* Να βρεθούν οι* ΐαραμετονΝίς είνοώοενς της καμ·υ*π,ς ϊ“ 

αν ληφΒί.ύ ινς ιαράμίτρος το μήκος τύζου ακδ το σημεία ί Ο * α) κίχρι- 

το ΐχ,γ)* 

2*64, Να αΐόδείίοτ* δτμ τα ιμβαΜ τον χορίου ίου ιερμκϊϊύειαν ακά 

γράφημα της £{κ)=*εοβ6^ , τον «ίζανα Ο* και, Ιος ενθεύες *ζβ* *”Ί 

γούτοι νί *·ρ, διού ® το Μ^ύ* τη& νθι^ας «αμίύλης στο θιΛΪρτημε 



ΥΪ Εμβαδό επιφάνειας αηά περιστροφή 

Εατίύ μεα καμπύλη γ με παραμετρικές εξισώσεις 

Χ-βί ΐ > > Χ*£[«) * ϊ € [α.βΐ 

(Ιχήμα 2.22). Ρ»ί,ι,,.+ι^| μια διαμέριση ίου [α,β] και 

Α^-ΙκΙί,£ίΐμ )] ία αντίστοιχα σημεία της γ, Υποθέτουμε άτι 

το γράφημα της καμπύλης περιστρέφεται γύρω από τον άξονα Ο*. 

Γότε η πολυγωνική γραμμή που περιστρέφεται μαζύ με την κα¬ 

μπύλη διαγράφει μια επιφάνεια που έχει εμβαδό, έατω ε^ .θεω¬ 

ρούμε το σύνολο ε όλων των αριθμών γ^ που αντκποτχοΰν σε 

όλες τις δυνατές διαμερίσεις ιοο [α.β]. Αν το ούνσλσ αυτά 

ς είνοι Φραγμένο, τότε η καμπύλη λέγεται τετραγωνίσιμη και 

το §υρτεΐϋΊΐιη δ αυτού του συνόλου Λέγεται εμβαδό της επιφά¬ 

νειας που προκύπτει από περιστροφή της γ γύρω από τον άξονα 
Οχ, 

Αποδεικνύεται ότι αν η καμπύλη γ με ί[τϊ > 0, νε €(α,ρ] 

είναι ευθυγραμ μ ίσιμη * τότε η επιφάνεια που παράνεται από την 

περιστροφή της γύρω από τον άξονα Οχ είναι τετραγώνίοιμη, 

Επίσης αποδεικνύεται ότι αν Γ και είναι συνεχείς στο 
[□* 0) τότε; 

Γ* 

Β-Ζπ I £( ι) | Υί(['(Ι) Ι!*(Γ' Ιι) Ι'ιΐι 
Λ 

Ειδικά, αν η γ δίνεται από την γ·Πχ), τότε; 

Β=2π Γ !£(χ)| ΥΪΗΤΤχϊνάχ 
λ 

ενώ αν δίνεται σε πολικές συντεταγμένες χ-τίθϊ* θ£[θ(, θ I 

τότε 

**ι_ 
Β-2π Γδίηθ ^τ7{θ)+ίγ“(θ)]*άΒ 

Αι 

Παράδειγμα 2.34, 

θα υκολογίοουμε τα έμβολό τπι κχΐφάνεμα: ίου ίμπκυιτίι, ακά 

στμυφιΐ γύρω αι6 τον άξονα Οχ ενάί τάξου ΐπς χαικύλμς χ-1 3 ,γ= ί I“-Λϊ 

μπαξϋ των σημείων Τόμιΐί της ΐιαμιύλπι και του Οχ. 
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βίιοντΐιί Υ-0 Βρίσκουμε ΐϊΟ και ΐ-± Ϋϊ* Τίτε χ-0 ή χ-3. Αυ¬ 

τά αηραίνει άτι η Ναμτύλη τέμνει του Οχ στο σημεία (0,0> και (3,0), 

Αν ήέοουμε άκου τ το -Τ το χ 6εν μεταβάλλεται, ενω το γ αλλάξει 

κσ&ΗΗΐο. Άρα η καμιύλη είναι συμμετρική ω£ «ροΐ τον Οχ και έχει την 

γρανική καράσταοη του ΟχήμαΤοι 2,23, 

Παράδειγμα 2.35. 

Το ευ&αόά της ττινάυειας του κροκύττει ακά κεριστρορή τηί γ=οι(1 

0Ο8ά), 0 ί β ^ τ γύρω *ι4 τον άξονα Οχ (κολιχάς άξονας) είναι: 

ί· _ -■ 
αΐ 1 -€05()) η ί π.6 ]/α7ΐ 1-οοδΒ)1+α?3ΐϊΐ3βί1θ:16τα' ^ ^Ιη* οοβ 

32 ί 

Τ “ 

δ)'Ογκος στερεών από περιστροφή 

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε μια συνεχή, μη αρνητική συν¬ 

άρτηση ί:{α.0] -» ΪΒ , Αν το χωρίο που ορίζεται από το γράφη¬ 

μα της Γ τον άξονα Οχ και τις ευθείες χ-α και χ-0,περιστρα- 

Φεί γύρω από τον άξονα Οχ, τότε παράνεται ένα στερεό που έ¬ 

χει όγκο 

ν-π Γ [ΠχΠΜχ 

Λν έχουμε δυο συναρτήσεις £,£:(α.0] ΙΗ συνεχείς και 

Πχ) ^ §,ίχϊ > Ο, νχ € ία,δΐ τότε ο όνκος του στερεού που πα* 

ράγεταί από περιστροφή γύρω από τον άξονα Οχ, του χωρίου που 

ορίζεται από τα γραφήματα των £ και $ και τις ευθείες χ·α 

και χ-Ο* δίνεται οπό τον τύπο: 
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ν-π^ {[££*)] Μβί*))1 Μ* 

Αν η καμπύλη δίνεται σε παραμετρ ική μορφή Κ“£ΐΐ). ρ 

£(ΐ ) »1 ε[τ ,,ϊ% ] τότε* 

γ'1 ν·π I (£(*ϊ)2£1Iϊί(Η 

αρκεί £ΐΐ,]“ϋ καί, &(τ3)ρβ.' 

Τέλος» αν η συνάρτηση δίνεται σε πολικές σνίντεΕαγμένες 

Γ*ΠΘΪ ,θ € [Βι ,β2} τότε: 

V- Γ 3 5ΐπθί10 

Παράδειγμα 2,36» 

Το χίϋριίο τον ορίζεται. ατά την ταραΒοΑιΙ γ-χ2 χαι την ευθεία γ-χ+ΐ 

(σχήμα ?,?4) στρέφεται γύρω αία τον 

άξονα Οχ. Τιίτι το στερεά του ϊαρά- 

γεται έχει ΰγτο: 

ν-τ [ {(κ+2>*-κ"}4χ 

72ΐ * 

5 

Παράδειγμα 2»37 

Ας βρούμε τον άγτο τον στερε¬ 

ού του τμοτ ιΐττει ατά κεριοτροφή 

γύοω ατά τον άξονα Ο* τπι αστροει- 

ά·ά0.ς χ = σροΞ ,τ» γ-α^ίη1*. ίΐχάμο 

2.25), 

0 ζητούμενος άγχος θα είναι 

θυο γορέί ο ύγκοΐ τον ταράγεται ο- 

*6 ΤΟ χωρί-ο ΑΟΒ, Αηλ, 

ν=2ι Γ γ*άχ Εχήυο 2.25. 
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Εκειάό χίΐ ι )=0 «* ΐ= -γ «αι χ(έ3 )=α * Τ*0 έχουμε: 

γ*2ι Γ γ*άχ=2ι Γ «*·ΐΛ·ί-3βοο»****1ιι*)* 
Λ Λη 

ϊβιο1^ ϊΙητΐάΐ- £ &1η*ΐάΐ^ 

=β«,»(4·τ*Ί·*Τ·Τ·Τ·τ) Ιηί,!'7! 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ___ 

Να αποδείξετε άτι το εμβαάό επιφάνειας από περιστροφή 

γύρΐι) από τον άξονα Οχ της καμπύλης 

{γ^τ ♦*8»)-”ί"* 

/•οεοϋΐ ,~§-«ί α >0 

ισοάται με το εμβαδό της επιφάνειας μιας σφαίρας ακτίνας ι 

και ο όγκος με το μισό του όγκου μιας σφαίρας ακτίνας α. 

Απόδειξη 

Έχουμε ΐ 

* =α 1+ΗίΓίΐ 
ΟΟΘΤ 

ι^ιίηΐ)ο1ητ 
£08 Η -οεοδτ 

&1ρ2Τ 
£θ3ΐ 

γ * = -α3ΐηΐ 

«•'+ν·*: 
3ΐη*τ 
003^1 

+ΐΐΐ5Ϊη2ΐ=ο': 
βίη*τ 
£05*1 

Ειομε'νυς 

Β'2* I 0*0031*0 
*λ«η 

3 ί Πΐ I 
αοβΐ 1 

ά1:=2τα? I -βίηΐάτ^ιο!2 
' *η 

βίοτότ*1* τα ι 



^ ΐ 1 ^ 3ΐη2ΐ*ΰθ3ΐί1ϊ= 2*3 ■ = γ('γ ιι*1) 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ___ 

■^.θ&ί' Να βρεφει ΐο ιμβαΐκί τγϊϊ £κιφάνενας. α*(ί κτριατρονή γίϊρω βι^ τον Οχ 

των ίκαμκύί,ων; 

α Γίίχ^ίηχ» 3 <χ ^ ι 

βΓ0 < χ < 3α 

γϊ χ-αΰΰΒ1!, Υ^δΐη5!, 0 < γ £ 2η 

ή^χ=Λί ϊ-βϊητ), γ=α{1-ζα$ί)> 0 ^ ί < 2ι 

εϊ *»* βίηΐ» 0 ^ ί ΐ“- 

υι ϊ ^0(1+003611» &>0 

Ζ^&6, Νβ βρε βει ο <ίγ*θί Β·(ί Ηριοτροφίΐ γύρω ατό τον ίζανα Οχ ίων καμίιί- 

1ων: 

α) ί(χ>=χ*1/ί?1θβΧτ 1ί * <2 

1<κ*3 

Τ> Ϊ£=ί(ΐ-ί1ΐ1ΐ), ν=α(1-εο3ϊϊ» Ο ΐ ΐ ί !ι 

6) Γ=ϋ03θ 

2*6?* Ενα ιίζο τηΐ ο1υσοΕΐ.&αΐ3ί ?=Ββοβ]Ί-^- με άκρα τα οη,ΜίΐΤα με τετμη- α 

\ίέΜ£% ο υαν χ στρέφετβι γύρω α,κό τον είζονα Οχ» Ηα α+ΰ&εμ'ζετε 
Λτνϊ αΒ=2Υ* 

2.66* Να βρεθεί ΤΟ Εμ&α6<ί της Εΐΐφάνεεας Τον είλειφοειΛαίς, ΐΟν κροίϊί- 

ιτεν η*ό ΐεριΰΐρσφή γ<ίρω ακά τον αζονα Οχ τπι έλλεμψπϊ ——+ 
, ®3 

-±Γ=1> *>*, 

§ 2.11. ΠΡΟΣΕΓΓΙΓΤΙΚΜ ΟΛΟΚΛΗΡΟΙΗ 

Το Θεμ€λι.ώ6ες θεώρημα του Απ^ι,ροστεκαύ Λογισμού <θεω 

ρημα 2* 19ϊ μας δένει μια Εύκολη μέθοδο υπολογισμού οριομέ- 

νων Ολοκληρωμάτων, μόνο αν μπορούμε να Βρούμε μια αρχεκή 

για την ολοκλήρωμα συνάρτηση. Όταν 6εν μπορούμε να βοού- 

με μια αρχική, τότε το θεώρημα 2.19 ύεν μπορεί να χρησιμο¬ 

ποιηθεί. Για τέτοιες περιπτώσεις υπάρχει μια μεγάλη ποικι¬ 

λία μεθόδων με τις οποίες μπορούμε να προσεγγίσουμε την τι¬ 

μή του ολοκληρώματος. Μερικές τέτοιες μεθόδους έχουμε κιό¬ 

λας δει. Για παράδειγμα από το Πόρισμα του θεωρήματος 2.14 

έχουμε ότι αν 8(χ) « ίίχ) < Μ*), νχ εΐα.ΒΙ τότε Κ(Χ)<1* 

β ί ί(χ)άχ « ( ΚΙχΙάχ. Αν τα ολοκληρώματα των Β και 1ι μπο¬ 

ρούν να υπολογιστούν εύκολα, τότε έχουμε και μια προσέγγιση 

της τιμής του ολοκληρώματος της ί. Έτσι, για το ολοκλήρω¬ 

μα | β'χ!Βχ (που δεν μπορεί να υπολογοτεέ στοιχειωδώς,! 1.9) 

έχουμε άιι: 

| ιΓ*<1χ < | β“**ίχ * £ *·** 

(αψού « ε""1 « I, νχ € 10,1 Π . ΔηλαΒή 

1-Χ* Γ *'**<!* * 1 
* Λ 

Ε«ίοπς ο τύπος του Τ^γίοτ μπορεί να χρησεμσπάι,ηβεί ΥΙ* 

να προαεννίαουμε την β"** με ένα πολυώνυμο. Ετσι έχουμεί 

β“*,-1-*ί+-|~**"~Γχ4+Κ*ί*ϊ 

6ηου Ιΐ, I χ ί 0 <ξ < 1. Συνεπώς 



204 

I *'Χ ·*** [ ('-*** 4- *'*Τ**)4χ*][ Κ.Ι*)<1* 

■’-Τ^ΐν-ΙΤ*! Βι(χ1ίι 

Αφού £ Κ,(Χ)4χ« [ άχ «-5754- <0.00ί έχοομί τβλικά 

γ' 2Α 
6τί ] ε άχ * ΤΓ αε σ<*ΗΪλΐισ μικρύτβρο του 0,005, 

Ακόμα η ανισότητα των θβυεΙίχ-δείινϊΓΖ ή τα θεωρήματα ίίέ~ 

οτίζ Τιμής, του Ολοκληρωτικού Λογισμού μπορούν να χρτιοί,μοποι- 

ηθούν για να βρούμε ηροοεγγιστική τιμή για ένα ολοκλήρωμα 

ίΠαράδειγμα 2,ί9 και. Εφαρμογή 2 της 5 2,8), Για παράδειγμα, 

« I* | ΥΪ^Μχ τότε από το Πόρισμα του θεωρήματος 2,23 έ¬ 

χουμε όχι: 

1- £ V1 +*'<**- V1 +ξ“, 0 < ξ < 1 

Επειδή όμως 1 < 1ίΫ+ϊ* < Υϊ θα έχουμε: 1 <ί < ΐ/ζ. Εξάλλου για 

το ίδιο ολοκλήρωμα από την ανισότητα των €»υ€Ηχ-$ΐΚκηγι έ~ 

χουμε: 

_[ γί+χ'~άχ < ΐΜχ- ΥΤ~Ϊ 

μι,α πιο καλή προσέγγιση. 

Σαυτή την παράγραφο θα ασχοληθούμε με δυο πολύ βασι¬ 

κές μεθόδους προσεγγιστικής ολοκλήρωσης. Την μέθοδο του Τρα¬ 

πεζίου καί την μέθοδο του 5ίιπρ$οη, 

λ} Μέθοδος του τραπεζίου 

Η μέθοδος αυτή στηρίζεται στην προσέγγιση μιας συνε¬ 

χούς συναρτήσεως Γ;ϊο,β) -* ίΚ από μια κατά τμήματα γραμμική 

συνάρτηση*. Ας υποθέσουμε ότι η ί είναι θετική. Τότε μια 

* Μω ουνάρτπίϊη ί: 3 ** Κ δα λέγεται ιι^ τ μ ή μ α τ λ 
Τ ο II μ μ ί Κ Α ΟΤο I, α,ν το I είναι ίνωοπ ιε ΐτρασμένομ αριθμού 6ια- 
οτημε£τ^ν 11ίϊ1,,.,ιΙ^ τίτοιυν ώοτε ο ιτριοβί,σμός τη£ ΐ οι τάδε διάστημα 
Ιμ* μ-Ι,ϊ,.,.,Χ να είναι γραμμική συνάρτηση. 

πρώτη προοέννίΛΊ οτο ολοκλήρωμα ί- | £{κΙ<1« *{·νβι· 11 

Τ,ΙΙί·*^(θ-αΐ 

6ηλ, ίο εμβαδό του τραπεζίου αΑΙβ (Ιχήμο 2.26). 

Υποθέτοντας ότι η ΐ έχει δεύτερη παράγωγσ Φραγμένη στο 

[α,ΡΙ, μπορούμε να Ροοΰμε ένα άνω ωοάνμα β» °«*λμα «ου κά- 

νουμε ο-αμτήν τί,ν προοέννιση αύμφωνα με το 

βεώρημο Ζ.30. Αν οτ £,ί· «**<■ £" ·1ναν ουντχκίς βτο 

[α,ρ] με |ί" 1*)Ι < *· νχ εΙ°·Ρ1 τ6τί; 

| (’ £(*)<)κ-τ, ( Π I ·6 -ί£Ϊ7^· Μ 

Απόδειξη 

βέτομμί 1.=β-<» «α, βκ-Ρ^Κ· «IV Ομνΐ»τί»ηι»ί1θ,1>] - * >* τ'**1 

| ί(ι)ι}τ--ϊ-χ[ί(α)+«ι>+χ)1. 'εχονμι; ί<0)=0 ,»<. 

,· {χ)=((»«)--|-ίί(«>τΓ(“«»Τ,ιί·("<Ι> 

ϊ..ίκ)Ιί.(ο^)-^Γ(α«)-4*'(“«ϊ'4*ί"<οίι)='Τ"ί"!“+’') 

|(”(*>| <Η,νκ«Κ·1 *“ έ*°'*“Ι! 
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Ο «, 1ομβίμονΙί1ί ίτ(_ ,.(0) = 0ι 
*θυμε: 

?'(χϊ Οί ΜΙι 

Ολοκληρώνοντας ία*ί „αμ χρη ορροί ο (.ώνιας τηυ ,(0)=0 ίχ0ϋ„£! 

ή 

Ι»Πι)1<-^-Ι<* *»- ■ 

Για να βελτιώσουμε το οψάλμα στην προσέγγιση του 

ρήματος 2,30 διαιρούμε το Γα,θ} σε ν ισα υποδιαστήματα 
β - α 

κους δηλ, παίρνουμε την ακολουθία διαμερίσεων 

Η Ετω - 

μή- 

Ρ^ία.α+δ, „. *α+ν&»0] 

Προσεγγίζουμε την ί από μια κατά τμήματα γραμμική συν¬ 

άρτηση που περνάει από τα σημεία ία+λίι*ί (α+λίι) ϊ,ί£-ο, I.ν 

(Ιχήμα 2,27). Η πρσσενγιοτική τιμή θα είναι τότε; 

Τν(£).1Μίί^Ι Γί^Κ)^(α^) {[αΗν-ΪΚΡ+ΠΆ) ^ 

ί(α)+£(α+ή) +* '* + ίΓ(α+ίν- 1)δ)+ 

*?3 [~γ *<») + Σ Πα+λή}·» -γ £(β]^ 
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Το Τν(ίϊ λέγεται ν-αοτή τραπεζοειδής προοέγγιση της ί ατο 

[α.8]. Εφαρμόζοντας το θεώρημα 2,30 σε κάθε τμήμα της ?ν έ- 

1 (0 —α ΐ1 
χουμε ότι το σφάλμα είναι το πολύ γγ Μ ' · 

Πόρισμα: Αν οι ί,ί' και ί" είναι συνεχείς ατο Ια*0Κ 

και | £** (χ 11 < Μ, ¥ χ € Ια,ΟΚ τότε; 

| ( ΠχΜκ-Τ.ΙΠΙ «; (^°Γ μ 

Παμΰόειγμα 2,38* 

Αί βεωρήοουμε το ολοκλήρωμα ί Αντί ίύναι. Αιννυμικ^ ολΰ- 

*Μρ*μα και δ&ν υιολογίςκταί ατοιχίι»Α»5., θα το υιολογΐσουμε ιροσιγγι^ 

οτιιΐίί* υιολοτίςονται το Τ^ίΓΪ μι ί<*Ι*Υϊϊϊ?. Αίρουμε τό βιώϊτημίι 

12 9 
Ιο,ΐΐ οι 10 ιΓϋα μέρη. Τότε χΐ=^ο~> *?= »*- ** ιρ * *ιβ=1 

θριακουμΐ: 

Η0)*1, ίΐχ1 )«1,00005» £(χ3)*1· 00080, ί{Χ|)=1.00’+0*» 

ί(χ„)-1.01272* *(χ,)=1.θ30?8, £(*6)=1.062Θ3* 

(=(χΤ)ϊΙ* 11300, ί(χ»ϊ=1-18727, Γίχ,}=1.28&90φ £(»„, ί·1Α1*ίΐ* 

ετΛΐ, Τιο (ί )= [ ίί 0 ϊ+2£( X, )+** * #2£(κ, )+ίί 1Ϊ 1=1,09061. Γι-α να 

ύρούΐίΐ το ανάλμα ο* αυτήν την ιροοέγγίσπ, αμκκί ν& βρούμε ΤΟ ®υρΓ"ίχ)* 

χΕΪΟ,ΐ] *αΐ να ιφαρμ<ίοο·υμτ το Πίριομα του θεωρήματος 2. 30 χ Είναι ί €κϊ 

3ϊκ'ο»»*)(1«*)·3/? *««· |ϊ"(*)| « ιτ/ϊ. ν*ε[ο.ι). Ευνοώί 

I Γ Υ^ΤΑι-Τ» (ί)| « ·> Ο.ΟΟΜίΤ 
'Ο 

Αοί(5 οημούνει άτι Γ Υϊ +κ*ύχ-1.0906ϋ0.002357 
*ϋ 

Β) Μέθοδος ή κανόνας τον $1®ρ$οη 

Μ προσεγγιστική μέθοδος με την οποία θα ασχοληθούμε 

τώρα* συνήθως δίνει καλύτερη προσέγγιση από αυτήν που δίνει 

η μέθοδος ταυ Τραπεζίου, Με την μέθοδο του Τραπεζίου προ- 



2ϋ« 

ι 

σεγγίσαμε την £ με πολυώνυμα πρώτου βαθμού. Με την μέ&α&ο 

του 5ϊοιρ5οη που θα αναφέρουμε τώρα, βελιιώνουμε αυτή την 

προσέγγιση θεωρώντας πολυώνυμα δεύτερου βαθμού* Πριν δώσου- 

με τον κανένα του 5ίηιρ5οη, ας δώσουμε το παρακάτω 

Λήμμα: Αν ρίχ)-Αχ3+Βχ*Γ τότε 

| ρίχϋ,.-Β^α [ρ(ο,,4ρ(-α^_) *ρ(Β)] ,,, 

Απόδειξη 

Έχουμε; 

( = *Ιί^ίΐλ,η,,, 

= ’~^ ΐ2Αί*'+ΐΐβ+β;Ί + 3Β(Λ+@)+6Γ3 

"Τ1 [(*β!«ΙΙβ4Γ)4<ι|*(!^) +β(·Ϊ|1) *γ) *(Μ'«β+Γ>] 

= -ϊ^ [(.<»>** {^1)*Ρ[ί>] ^ 

ί*“ 
Ειδικά ] ρίχίίΐχ»[£(-1ιϊ + 4£ϊ03 + £(έιίϊ (2) 

0 τύπος Πϊ Λ 12} λέγεται τύπος του $ίιηρ*οτι. 0 τύπος αυτός 

εφαρμόζεται για να προσεγγίσουμε ένα ολοκλήρωμα I £[*Μχ 
Λ 

6που £ είναι μια οποιαδήποτε συνάρτηση και όχι κατ' ανάγκη 
πολυώνυμο δευτέρου βαθμού* 

Για να πάρουμε ένα άνμτ φράγμα για τα σφάλμα στην προ¬ 

σέγγιση του ολοκληρώματος με τον τύπο (2) θα υποθέσουμε ότι 
η £ έχει τέταρτη ιταράγωνο φραγμένη* 

βΕώοημο 2.31. ΥποβΕτοομε 6ι ι |ί"°(χ)| ί Μ. νχ ί [ο, β ]. 
Τότε: 

I £*<*Η*-^ΜΠ-*0+4£ί(η+ί{!ι)} 

20Θ 

Απόδειξη 

βί,<,«Μ* «*)=!" «ΙΜΤ--!·*111·*5 +4Λι,ί+ί<*)1· 0 « 11 ■= *■· Τΐιϊ: 

γ* (χ)=ί(χ)*ί(-*)-^· <χΐ-ί (-*)) 

ϊ.ι μ *)- α λ οη-Ι-λ-χ >—γ χ1ί τ χ*_ί "*-*)) 

Γ" ίκ>=“Γ'ίχϊ^-γ ίκίί " ίκϊ+£ ('χΐ) 

Γ"Χκ>=:|-χΐ£"'ίχ)-ί"Μ-κϊϊ 

χχίΓ^1+>(ε>» -χ <ξ <* 

ατά το θεώρημα τηί Ν£σπί τιυΛί τον Αιοφοριποΰ Λοτόμον, Έρα: 

- -|- ΜΚ1 * Γ"'ίχ>«4Β4Ϊ 

Ολοιληρύνοντ»! «ιό ο μίχρν * «** λ*μ&άν°ντ*ϊ υιώ*η ότι Γ"<Ρ>=0 

ίχονίΚ: 

■9- “ 

0λ«»1»*»ν™* 4,.. μοοΐί «Λ». <■··■! Γ·(·]=ΗΙ1Μ «« «*»*<» 

.-Α Η»* <Γ*(«> «-£*>**. *«*««* 

και 

6η λ* 

|Γ<Η»|«-^ΜΗ* - 

θα 

Έστω ιώρα γενεχά £:[ο,Β1 - » Μι·· «ϋνϊχής ουνάρτησπ. 

Θεωρούμε μια ύεαμέοεση εοο [α.β] χωρίζοντας το Ια,Ρ) αε 2ν 
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υποδιαστήμαχα πλάτους Κ* 6ηλ, β-α-2νλ, Σε κάθε διπλό υπο- 

διώστημο [ιι,α^ϊιΐ» ία+Ζϊι* α+4Η]* ., , * ΙΡ-2Η ,β 1 ιιροοενγίζουϋε 

τπν £ από πολυώνυμο δεύτερου βοθυού* που ταυτίζεται με την 
€ στα σημεία 

χ9-ί(σΚ χ,*£{α+Ηϊ# γ^ΐ|α+2ίιϊ,. ., 

Εφαρμόζοντας το Λήμμα οε κάθε τέτοιο διπλό υπσδιάσχημα 

παίρνουμε την ν-αοτή προσέγγιση του 51ηνρίθι>: 

3ν[£)-3"ΗίίΧ!14Χ;υϊ+4(χ1+χ| + .-+Χ2ν 

+2(ΧΙ+Χ^·*^Χ2ν_3> 

* ~γ & ί[£(α)+£[0) ] +4 Ε£{α*Η) *£ία+3ή)** * * + £(α+(2ν -1 > 1ι) ] 

+ 2ί£(ΐΐ+2ή)+£(α+4Η) **· - +£(α+{ 2ν-Ζ)Η) 1) 

Εξάλλου έφαρμάζονχας το θεώρημα 2,31, με την προϋπόθε¬ 

ση όχι |£(,°(3£)| ^ Μ; νχεία.β] βλέπουμε όχι το σφάλμα α* 

αυτήν την προσέννιση είναι το πολύ 

ν¬ 

'Ετσι, έχουμε: 

Πόρισμα: Αν οι £ * £ »£" και £^ είναι συνεχείς 

στο ία,01 και |£ίι+,(χ)| ^ Η, νχ£[α,β1, τότε: 

ι(,ίΐ«»χ-β,«ιι«-1||^Η 

Παράδειγμα 2.39, 

Αί βευρήοουμε εάλι τη ολοκλήρωμα. του καραδείγματοΕ 2.38, όηλ, 1= 

| γ Ιτχ^ίΐχ *πι αι το κροοεγγίβουμε μι τον Νανάνα τον θΐιπρβοη, Έχου¬ 

με: 

ΖΠ 

8»ί«*^· [«°>+“ | *(■&)*(·&)♦*(·&)'* (τδ'Μ'£')Ι 

♦ψ(^Η£) ♦*(£)*(£)) «Η 

32.68Μ73 . ζ " = 1,08949 
■911 

Γι« να Βρούμε το οψάλ\ϋ* Ο* αυτήν την τροσέγγιοη, αύμφυνα με ΤΟ Πύριαυα 

του θΐΑφήμαίος 2.31» αρκεί να Βρούμε το «ιρΓ^ΐχ)* χ€[ϋ,ΐ]. Ε««·Μ 

}( κ)=12( 1-Ι4χ* +5χ* >( 1+χ* Γ7 

&α έχουμε: 

Η= ι»χ | Γ<14)ί *> | * 15 Υΐ 

εννκκάε 

| Γ ΥΐτΤ'-5ι.»>|< ,^ρ.^ ·1* Τ?<°.·°°00ί 

και 

Ε=1,0Β94θ ί0.00002 

Έτοι ίΙέιουιΐΕ ύτι ο τύιοί τον δϊιιιρδοπ δίνει μι μεγαλύτερη ακρύ- 

βΐιο την τιμή του ολοκληρώματος, αιύ ύτι η μέΒο&ος του τραιεςίου. 

| 2.12. ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 2 

_______ Σωστά ή Μ0&ς; 

0 Αν π £:!α,β) - Β είναι αινούσα στο ΐα,»1, τύτε π ελάχιστη τιμή 

της είναι η £(|Κ 

0 Αν η λειτύτητα διαμε ρίσι&'ΐ τείνει οχο 0, τύτε ο αριθμός των υ·ο- 

ήιαοτημάτυν της Λιαμΐριυπι τείνει ο το τ~* 

11η 
*“·**■ 
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ϊ) Κίίβΐ ο μύ μ ο μς-ρ ιρα ουνεχίίς αυνίίρτηοη ΐίνΦί ολ οχληρά* μμη Χβτί ΚιβΜΐιη. 

Τ) ^ χ34χ < ^ ΥϊϊεΙχ 

£) Λν ίίΐ-α.ο] ^ © ΐΐναν τ^τομ* μοτε: ί(χ)τ-£(-κ)» ¥χ € 1-α,ο] Τ(ίτ€: 

ί ί{χΜχ=0 

(οχ1+4χ2+γχ+ΐ)ι1χϊ2 ^ {βχ*+ίί)ύχ 

Είηχί(Εθ3χ)άχ=0 

^ϊ» 
5ΪΤ':Χ',1χ- I 5 ί η χ :ί χ ί 

μ: 

»£ 
ί> Γ ΟΟΒΧ'ίί)4χ=2 ^ Ε08Χ^Χ>)ώ( 

®ί 
»Γ 

\ γχϊ-κ,4χ“£ χ Υΐ-κβ1χ 

3) Αν ΓΗ*>=ί(*).χ€ [Ο,α] τότε Γ ίΙχ)ί·=Π «) 

Β> ( 
•Μ 

3ίπ2Ν:χ 
5· ί ηχ 

ίίχ-ϋ*, & Εί 

χίίχ)4χ=0 με ί συνεχιί γεοτέ βϊΐ το θεώρημά 2.23 μ£ £(χ)=χ έ¬ 

χουμε: | κΠχ)ΰκ=ϊ(£> | χΰχ=0 

4χ=0 γματιί ΛΧ<! Ϊ0 θεώρημα 2.23 έχουμε: © ί ■* 
*Τψ 

Γ - ίΙΧ- -γ- ί ·1|ΐΧάΧ=ΐ 
Λ· 14 * λ. 

^ Κενάε 1 
' 31 

4χ > 0 ί »ε μ 64 

*■ *2η 
4χ 
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@ Το εμβαΰό του ν*ρίΰ» «*» «Ερε*λ«0*™ε «* τον *ύ*λο δίνεταν 

ι Γ1* 
α*ό το ολοκλήρωμα ~ψ I »1η 449* 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

2-69. Μ* αχύδείξετε ίτε: 

ν4-?»ζ Γ α ϊ τ“< 

βϊ 

Γ 2*4», 4,* 

λ. *1η* 9 

Ή 7 'ί Κ4-χ'ΧΚ 

4χ . ί_ 
=ΤΤ> * 

Ϊ.70. Αν 0 <4 <-ϊ- τίτΕ να οϋοΑενζΕΐε ίτι,ι |( βίο— ίχ|< ,, 

2.71. Αν ί!κ> * 0 «ον *ί ■(*)+«*) >0 *>■“ 0 «» « * * *· τίτ* ν“ “' 

χοΑεεΕετε «ίτε: 

| ^ ί{*)εο«(1οΐ*>4χ | ^2ΒΕ(&Ϊ 

2,72» Αν ίία+ΐ-χϊ-ίΐκ) τ6τε νβ αίοδεν'ςετε ίτετ 

| χί{χ)άχ*~- £ ?(*)&<■ 

Ζ, 73» Να ατοΑίμξετε 4τμ: 

! οα*(νχ)4κ= 1,1 ί.31^ * ν £ Μ ) 

μ) 

ί/' 
( |81ηχ|ΛΐΓ=2ν ιβοε ^ κ|β!ηχ| ύκ^ζτ, ν « 

2.74. Χρηοεμοιοι-ώνταϋ την ανερώτητα τιμν ΟίΝΛ&φ “ 5οΙϋ«Ρ*, να οχο&ϊμξετε 

. Γ& 45 ^ ίπΐ 

I 5 ' V* ' 
0 <ίι < & 



2.75* Μα βρεΦεί συνάρτηση ί αν>υ*ζχρίς, νχΕΕΙ *βι* όμάφορη ταυ υηφενάί 

ΐΐτοι,ϋ ώστε: 

£:*( * ϊ= ί Η ι ϊ ”όΤ^Γ αϊ γ η ' ***'*' 1 ^ 

2.76. Μα υπολογίσετε Τΰ οΛσκλήρωμα 

**·=][ τ-ί^ν*■· °*“«* 

και, να αεοδείξε ιέ <ίτι π 5 δεν είναι. συνεχής γεα γ-1. 

2.77. 'Εοτυ ί συνεχής συνάρΐΐΐαη ΐίτοεα ώατε £ίκ) < 1, V»€ [Ο,ΐί* Να □- 

ίοδείξετε <5τε η εξώτϋΟϊι ( 3χ- ^ ί(ίΜΐ-1 ίχεμ ακριβώς μια ρίς α 
πτρ ίι,άσίπμα [0,1]. Β 

2.78$·'Εατω ϊ: [α,β] -* ϋ συνεχής, στα [α,β] «ϊν ΐαΡαγννίσιμιι ρτβ («*&). 

ί* 
Αν ί(α]-0# ϊ(β)=-1 και ^ £ίκ)<3χ-0, να α«ο£είξιτ*. ήτς, υΐάρχεε 

ξ£(α,£ΐί τέτοιο ώστε: ί*(4)=0, 

2.79, 9α λίμε ίτμ οι συναρτήσεις ί και £ είναι ορθυ ιώνι,ι ·. σε ίνο 
διάστημα £α(β] αν ^ £(χ)βίχί<1χ"ϋ* Μα αταάείξετε άτι,: 

αϊ Οι συναρτήσεις έίπικχ και, &ίη^κ είναι ροθογώνιες σε. ένα 

διάστημα μήκους 2χ αν ιβ(Κ Ε& καν *3 Ολ2. 

β) Τα ίδιο ισχύει και για τις συναρτήσεις όοβηκ καν εο3^κ κα¬ 

θώς *αι γις χιΐ ΰίπιπκ και ^.οξ-Μχ, ακόμα και αν ιιι=Ιίτ 

2.80, Ομ £ καμ β είναι συνεχείς, ϋετιχιίς στο Γα,β] και τέτοιες 

ώρτε ί(χ>=ψί Χ)β1χ), V χ €. Ια,Β] ίιου ψ μια αΰξονοα συνάρτηση στο 

[α,β]. Αν Ρ{*)=|^ ί{ΐΜΐ και ^(ϊΜί* *#τε « οπιοΰειΓ- 

ξετε ότιί Γ(χί ^ φίχϊΰίχ). Ειίσης να αιοΰείξετε ότι η συνάρτηση 

Γ 
“θ“ είναι, αύξουσα στο [α,β]. 

Γ--“®^μ <^α-« >. * >0 

Λι 
2.81. Ηα *ιο6ίίξ$τε 6 

»β 

2.82ί Ηα αΐο(ε^ε*ε ίτι>: £ οβηίΐΜϊ'"1+ΙχΙ» "* * 

ουνάρτπση "ιράσημο χ"τ 

< 1 όίου χ£Π «ϊ 

2.83. Τοτ* £:Ιθ,2ΐ - κ 

ί(χ> 

χ , 0 ί Κ ί 1 

Να είετάοετε «ν η ουναρτηΟΊ 

ταραγοττίΐΐ'ΗΐΐΓί» 

| Κ * υ ' 

I Χ+Κ 1 < X * 2 

Γ(χ>=| ί<ΐΜΐ ίίναμ συνεχή 

2.84. Το™ ίΐϊ^Ι-Κ μνα α^ουοα ου^ηοη οχο ■* 

ϊ(,( *., η'οννί»^ ΓΟ.)=| «*)«^«!“·»> * ε *“ 

οημειΤο «μ Ι»,β], £ί«"- "“Ρ*^ 0,0 ΐΒ'β1· 

2,65. Να αίοΑείί,ετε ίχν: 

ί Υΐ-ΐς^ίη^ίάχ <2η * 0 * * ^ 1 

2.Β6.-ΕΟ-. Ι„= I »ν «= .··*.««« ί,,·: 

Ι?υ»ΐ)ΐΐν-1)*“7*1 ν€ϊ< 
Ρ > Ιν= “^ΐϊΚν+ΤΪ777^*^ 2 

2.87, Να άεοΑείζετε ίχν: | αι,βθ5ΐχ ■ί 4χ= ■ 
2„ Υα7-1 

2.88. Ηα βρεΚν ό ΐ£ (0)>Γ 
ί(χ>= ^ Ιΐ«Ιιι(*ΐΛ*>1*ΐ 

λ/ΓϊΤΜΑΙΆΜΓ νΛΗΥΤΙΚΓΠϋΠΙ 



2*89, Μα βρεθεί η ί*£)0 υν 

Ηχ>; 

Α_ 
1+*ΙηΛΐ ύϊ 

ι 
1+51Π?ΐ άτ 

2.90, Να αιοδί^τε ότι* η %νς>η&οΧΑ γ*=χ ύι*αί,ρε£ τον ^„λο χ^+γ*^ οε 

ϊυο μέρη. τ«ν οΐαάμν τα ε μβαόά έχουν Αίίγο -|ί4^ 

Να Βρεθούν τα μήχη τυν καμι^Α^ν: 

α) χ= ΐ^ΐ7* ^ΐ-ΐ1 

6) χ~ί\ 7ε~-{*λ-3) 

μεταξύ των σπμ- ί'ωυ τομής μί τον άξονα Οκ. 

2«92· Κα 0{ι( ίοιίμ το |Μ*(1 τίιίν χαμτιΊΑιμν; 

ο) ί(χ>=1θ£*ρ τΡ«*< 

5> ϊ(χί=1-1ώ^ο3κ, 0 € 

γ) χ=ατοο8ΐ, /=®ΐβάπΐ, 0 « ΐ < I 

2.93* ίνα ιοεά ημή τηί Ητΐ,ΐΐϊίί ™*ίρής λ, το μήχ* τάξου της χαμ«*μ 

Λπς νί=4λΛ» 0 < χ * Α ™ ρμΒο^ της ειμ**νει.ας α,ί ιε*μαγρ^ 

*Γ' Τ^ρα **6 τον <ίξο**ι Οχ της καμίΟ^ς /=ίί«χ ο * * * , „ΦΡί£- 

ζοντοι, με τον μ&μα αρμφμά; 

£.9^* ία αιοΐεμςετε άτε το εμβα&ά ίου χ«ρμομ ίου κερμχλφϋΕΤαμ ατά τμς 

*=«5 ■«■ Μ-1~. «»° «ί».. }4ίτ- «» <** - 

θειΓ 0 μέγεογτι Υεμιϊ αϋτοϊϊ του εμββΛβιΙ, γ« ϊμς 6μί*ορες Τμμές του 

α. 

£.95. Νμα ουνίρτηοη βί® * - 1Ά Μνοηο^ϊ τι* ουν^χεί 

*(«.! β'ί*1)»*1. **>° 

67 
Να αιββείξϊΤΕ ίτυ £ί·< ϊ= 5 

χαι» 

Ζ.96. *ν Κ»).^-. τ<« » ^ 

.1 

| «*ϊ£(-^-»)***τ£ Η*)ά* 

■ __* „ϊ,ν*η Υκίίβ,β). 'Έοτμ ακόμα 
2.97.-ΕΟ*» {,8=1«.»1 - * «««Χ^ *“· *(χ>*°· Υχί1 ’ 

ου ουυαρττϋσεμί ■ 

Γίχ)=| £(ί)ΐ<ΐ>4ϊ» «^«Τ****4* 

I Γ(χ) 0<*> Μ ^ β 
. Γ(α> οι») !■“**** 

1 Γίύϊ α(Ρ) II 

£^ςοντ« το **»- ™ *>α“ ™ν Η " β1ο6“ξ£τε ?° ** 

ρήμα 2*23* 

, * . Γα λ! + * μμο ολοχληρώΐ^η 0^- 

2+9&* (Λιίυμα ΚΙ*··β»*'ΐΛ^βΒ^11β * * Εο1 ■ I* * Ί 

ίίρτοοη. Να αιοΰεμξετϊ ^τμ: 

Π 11» 
>τ*+°* ί 

* 

ϊ(χ)9ΐη νχ άχ - 0 ίϊ> Ιίτπ | ϊίχϊααβ V" * °* 
ν++» * 

β 

Ζ.99. -«η» ί :&.«]** 1*· *«“< “')ί0υθα σ'''Κ(ΡΤΠ!,,'· "“ “’ίΐί"' 

« 4» » «*) Α {”*«)«. *«10·"» *ίν‘’,· 

η 



γενικευμένο ολοκλήρωμα 

$ 3.1. ΓΕΝΙΚΑ 

ϊτο προηγούμενο Κεφάλαιο μελετήσαμε το ολοκλήρωμα του 

Κι ΟΠΙΟ ηη ή το ορισμένο ολοκλήρωμα, κάτω από τις συνθήκες ότι 

οι συναρτήσεις που θεωρούσαμε ήταν φραγμένες και το διάστη¬ 

μα ολοκλήρωσης ήταν κλειστό και φραγμένο. Όταν μια από αυ¬ 

τές τις συνθήκες 6εν ικανοποιείται, τότε η προηγούμενη θεω¬ 

ρία δεν μπορεί να εφαρμοστεί χωρίς κάποια αλλαγή. Υπάρχει μια 

ευρεία κλόση συναρτήσεων για τις οποίες μια ή και οι δυο α¬ 

πό τις υποθέσεις 6εν πληροϋνται, αλλά μπορούμε να ορίσουμε 
ένα ολοκλήρωμα που να υπακούει σε όλους τους γνωστούς κανό¬ 

νες, Ιέτοια ολοκληρώματα λέγονται γενικευμένο ολοκληρώματα. 

Λν ένα ή και τα.δυο άκρα ολοκλήρωσης είναι άπειρα και 

Π ί είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε υποδιάστημα του διαστήματος 

ολοκλήρωσης, τότε το ολοκλήρωμα λέγεται γενικευμένο ολοκλή¬ 

ρωμα σ' είδομς. Αν το διάστημα ολοκλήρωσης είναι πεπερασμέ¬ 

νο, αλλά Π συνάρτηση δεν είναι φραγμένη σ'αυτό, τότε το ο¬ 

λοκλήρωμα λέγεται γενικευμένο ολοκλήρωμα Β’ είδους. Αν συμ¬ 

βαίνουν και τα 6οο. δηλαδή το διάστημα ολοκλήρωσης είναι α¬ 

πέραντο και π συνάρτηση δεν είναι φραγμένη, τότε το ολοκλή¬ 

ρωμα λέγεται γενικευμένο ολοκλήρωμα μικτού είδομς. 

ϊτο Κεφάλαιο αυτά Οα μελετήσουμε αναλυτικά αυτά τα ο¬ 

λοκληρώματα ως προς την σύγκλισή τους ή όχι. Τα κριτήρια για 

. 1ων γενικευμένων ολοκληρωμάτων είναι σ¬ 
την σύγκλιση ή όχι των ¥ 6 πραγματικών αριθ- 
νάλογα με αυτά που εξετάσαμε στις 

μών# 

κ π ?■ γενικευμενα ολοκληροματα Α ΕΙΔΟΥΣ-- 

η .λ τηιι νενικευμένου ολοκληρώματος 
Πριν δώσουμε τον Ορισμό του γένι 

„■ είδους, θα δώσουμε πρώτα τον ακόλουθο 

. . I *, λέμε ότι η συνάρτηση ίι 1 » Είνα1, ™π1· 
Οριομός: ί.'· , αν αι1ιή είναι ολοκληρώσιμη 

κά ολοκληρώσιμη στο διάατπμ . 

αΕ κάβε πεπερασμένο κλειαπύ οποδιάστηκ» «« >■ 

Ή ου^κίρττι^1! ® μΕ 

Ϋ* 

& 

, 0 < κ ^ 1 

* - ο 

οδΟΛΑηρΑΜ»»! οτο Ιο,υ» ? ^ 
0<α<) „ τ εΐ«ι ολοκληρώΐιμη στο Ια,Ι). Μ 

ηά*ι α, μι 0 <α < 1 η 
ει-ναι Τ0.ε«ί ολοκληρΑ-νυπ »« 1=10,11- 

ηαράδεινμο 3.Ζ. 

,,ωΥ—,Ι^ι Χ*0,1 
Η συνΛρττνιη *“^(κ-Ι) 

> ι π, ο! ίο,!) καί ί. 1 * + ™ 5 - 
Αιοοιήμοΐα 

τοίΐχά ο3κοκλτΐί·ώσι.μη 

, . - .Εσΐω μια τοπικά ολοκληρώσιμη ου 

νάρτηση^0Τά τεξορίζουμε το νενικευμένσ ολοκλήρωμα της * « 

το α ως ΈΟ + ^ να είναι'1 

ί$ 

ί £1χ)ύχ- Η* 
Λ 

, ηάοιει Ε· αυτή πην περίπτωοη λέμε ότι το νενι 
ςιν το οπώοχ1 ^ ' 
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κευμένο ολοκλήρωμα της £ υπάρχει ή συγκλίνει* Αν το όριο εί¬ 

ναι το + », τότε λέμε άτι το γενικευμένα ολοκλήρωμα απετρί¬ 

ζεται θετικά, ενώ λέμε όχι* απειρίζεται αρνητικά, αν το όριο 

είναι το Αν το όριο δεν υπάρχει τότε Αίμε ότι το γενι¬ 

κέ υμάνο ολοκλήρωμα της £ όεν συγκλίνει ή δεν υπάρχει ή απο- 

κλίνει. 

Ορισμός 3*3; Εστω £: -* ΙΕ μια τοπικά ολοκληρώ¬ 

σιμη συνάρτηοη. Τότε ορίζουμε το γενικευμένα ολοκλήρωμα της 

ί από τρ - » ως το 0 να είναι: 

I £ίχΗκ- 11|* £ £(χ)άχ 

αν το όριο υπάρχει. Όπως και οτον Ορισμό 3.2 λέμε τότε ότι 

το νενικευμένο ολοκλήρωμα της Γ υπάρχει ή συγκλίνει. Αν το 

όριο δεν υπάρχει λέμε ότι αποκλίνει, αν είναι + «* τότε λέμε 

ότι απειρίζεται θετικά και αν είναι το -«*, τότε λέμε ότι 

απειρίζεται αρνητικά. 

Ορισμός 3,4:'Εστω £:ΙΕ -*■ ΙΕ μια τοπικά ολοκληρώσιμη συ¬ 

νάρτηση. Τότε ορίζουμε το νενικευμένο ολοκλήρωμα της £ από 
το - ως το * «■ να είναι: 

| £(χ)ί1χ- | £ίχ)άχ+ | £(χ)άχ 

-1_1β Γ £(χ)άχ+11|ΐ ί £[χ}ϋχ 
"* " λ ** λ 

αν τα άρια υπάρχουν. 

Παράδειγμα 3.3. 

Το γενικευμένα ολοκλήρωμα £ β *4κ υΐκίρχει, Πραγματικά* η ουνάρ- 

"*ίί * * 
τηση ίέχ)=ο είναι τοίικά ολοκληρώσιμη στο ίθτ+«) αιί τον Ορι¬ 

σμό 3.2 έχουμε: 
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] 
I «"Κάκ-1ΐ·ι (1-ί >*1 

Λ ι— Λ *—* 

Παράδειγμα 3.4. 

Το γενιχευμένο ολοκλήρωνα Γ »1ηκ4* αεοκλίνεΐ. Πράγματι·^* ε«ν- 

6η 
ί 

£ βίηχάχ^ΐΐ· £~ ΒίπκΐΙκ^Ιίπϊ (1-σο3β> 
·-*■* 

„αι τσ ϋκσοεβ ίεν υιάρχει, συνειάγεται 6τι το γενικευμένα ολοκλήρω- 
Η* 

μα ατοχλίνει. 

Παράδειγμα 3,5, 

Είναι £ Πραγματικά* έχουμε: 

ί ·£-=1ίιπ ί —311· 1θΒ& = Τ“ 
Λ * ■—4 κ 

Παράδειγμα 3,6. 

άκ 
1*κ* 

=ι αγοό 

άχ 

Είναι ί 

Γ* — Γ -&■ -- Γ ^ 
=11·_ ( -ΑΓί^α ϊ +1Τ» ( Α«ί0)=- -§-) =* 

Παρατήρηση 3,1. 

Αν ΪΟ γινικενμένο αλσ*λήρωμσ ί ί< *Μ* ονγ^λίνει, τότε γράφομε 
Λ 

£( κΜχ < τ ®. ί 
θεώρημα 3.1, Υποθέτουμε ότι τα γενικευμένα ολοκληρώμα¬ 

τα | Πχΐάχ και | συγκλίνουν και ότι λ και μ εί¬ 

ναι πραγματικοί αριθμοί. Τότε το γενικευμένα ολοκλήρωμα 

| ίλ£(χ Ι+μΕίχΠάχ επίσης συγκλίνει *αι μάλιστα ισχύει: 



£ ΐλΐ(χ)*|ΐ4(χ)}άχ.λ £ Γ{χ)<1χ+ϋ | ΒίχΗκ 

Αηύΰειζη 

ΓΐίΟ τυχαίο ΐ Ε [α, + “ ) ^ουίιΐ: 

£ ΐ λ ί ί 3ΐ) + υ&( κ ) ί ίΐχ-λ ^ Ρίχϊόχ+μ ^ £(χ>ϋχ 

Παίρνοντας τα όρια για Τ -* +«» ίχσυμε το ίπτριϊμενο, ιι 

Παρατήρηση 3.2, 

Το θεώρημα 3,1 ισχύει και στην ιεριιτωση ίου το ΰιάυι ημα ολσχλπρω- 

«^ναι το <-»τβ] Α ακόμα καν το {--,*«}, Εκώ^ς υοχύίυ «ου αττ\ν 

ιεριίτωοπ ιου *<«ρούυε τα όρια στα Ε*, με του κρσϋχόθεαη ότι ορόΐον- 

ται ίχιτρειτές «-ρόζεις ο τα όρια. 

Ητσ», λοιπόν για τον υπολογισμό γενικευμένων ολοκληρω¬ 

μάτων μπορούμε να εφαρμόζουμε όλες τις ιδιότητες των ορισ¬ 

μένων ολοκληρωμάτων, οι οποίες μεταφέρονται εδώ εψαρμόζαντας 

μόνο τις ιδιότητες του ορίου αυναρτήσεως,'Ετσι μπορούμε να 

κάνουμε αλλαγή μεταβλητής, να ολοκληρώσουμε κατά παράγοντες 

κ,τ,λ. Για παράδειγμα εύκολα μπορούμε να δούμε ότι: 

£ Π*)£ϊ {χ)άχ-14ιι£(0)£{&)-£(α)£(α)- ^ £'ΐχ)^(χ}ι3χ 

Παράδειγμα 3.7, 

Ας βίφρήσουμΕ το γΐνιχευμένρ ολοκλήρωμα 

Γ άχ 
^1 χ*+κ-2 

Αναλύοντας την συνάρτηση ίίχ )= ι, 1 αε αιλά 
?ΐ +χ- / 

ι 1 1 
χ3+χ-2 " 3( κ+2) + 3(χ-1> 

Προφανή τα γτυικευμένα ολοκληρώματα 

χ λ ασμα τα έ^ρ νμ ρ * 

(1) 

ατείρίςρ και άχ 
X-1 

νται θετικό, Ευνειώς η ισότητα 

Γ αχ ..ιΓα,ιΓ— 
^ *5+χ-2 ’ 3 ^ Χ+2 3 Λ 

6ίν (ί«„. Το β«οτ< τΟυοι, « ολοονηρώοονιΐΕ τ»ν (1> ο«(ί 3 μιχί·. " 

β «ον υα ικιβοχηιιοτίοουυι ίο αιοτίλοοιιβ του 8' μίΧοοϊ οιην υοοοιί: 

ί’ <* 1 Γ* «I» .1 Γ*-*·-.--I 
), **«-ϊ " 3 **ϊ 3 Λ *'1 3 3 

Παίρνοντας τώρα τα όρια όταν & "* + ™ έχουμε: 

&+2 

ί 
_άχ 

~χ3+χ-2 " 3 

1 , ^ 
% 5 

Παρατήρηση 3.3 

'Εοτω <11. Π βυυόρτοοί) ϊ *ί™- “““«Λ* 010 1α·+"’ “ 

«η οονοτν.ί'. Τ<ιε τϊ^οτΟμΛ 0«ο.υ< το τίυυ.ίυμΐυο · ολο.Χ.». 

Γ Η*»* Μρυβτ*κυ ΤΟ ιμβοΐί του υ» οοογυίυου χυοίου, ίου ■'Ο'-,λοό 

του α.< το γοίοηυο τηί Γ. του «ουο Οχ «ου τον ίυθτίο χ». 

Παρατήρηση 3.** 

Ποοοοχί χοευίϊττου οτηυ "βί»Μ του Οουουο< ».*. Το ττνυ.τυοί 

ϋλρχλήρωμα γ; ί(κϊ<1χ 6εν ορίζεται να είναι το όριο 11» ί 
·-**■ Λ. 

Κχ)βχ» ϊ 

ί(χ>Ρχ.«ι ιει να υκάρχαυν χωριΰτό τα όρια £ Γ(χ)όχ *ον ^ 

ρεί να τύχϊι κανένα α*ό τα όρνα αυτό να υπν υιαρχεί. αλλό 

11^ Γί(χ)όχ να υτόρχει. Τότι έχουμε τον ακόλουβα 
·-“· ^.· 

Ορισμός 3.5ο θα λέμε +1 πρωτεύουσα τιμή κατά ^^μ^Κν,, ι 

ρ,ν) του νί^ι^^Μένου ολοκληρώματος ^^έΐκϊάχ την τιμή 

ορίου Γιιπ | £(ΐϊότ» αν αυτό υπάρχει, θα την ουμβολίζουμί 
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ί>Ρ*ν ) Πχ)άχ, 5πλ. 
«Η» 

€·Ρ·ν £(ι)<1χ.Ι_ίπ 

θεώρημα 3.2. *Εατν £: ΙΗ ** ΧΚ 
συνάρτηση, Ϊ6τε; 

Γ ίΐΐϊάι 

Μία τοπικά ολοκληρώσιμη 

| ΠχΜχ-1 - 0*Ρ-ν | ίίχΗχ-* 

Το αντίστροφο 6εν ιοχΟει, 

Απόδειξη 

Αφΰ ϋ £> χ)ε1χγ1# τον Ορνομΰ 3.4 ουνεκάγεται, <ίτι„ τα Γ ενικε υ¬ 

μένα οΑο* Απ-Ο^ματο ^ ί(κ)4κ χαι ^ ί{κ )<3χ ουγκΑιίνου^* ΤίτΕ έχουμεί 

1~ I Γί * ϊί,Χ+ £ Τί κ ΪΦί«Η* £ £(ί)β*.+11π ^ Π Τ Μΐ 

ί(ιΜι^ «Μα £ ΤΪΈ>ί)Έ= α*ρ·ν^ ΗχΜ* 

Τ° &£ν ι-σχύΕΐ το αντίστροφα, μίοροάμε να το «μανιστι&ιουμϊ: με ένα 

κσοάδέυγμα. Έχουμε: 

ϋ·Ρ·¥ ί 8ίΛίάΐϊΙίιη (οο3χ-ΐθ5χ)=0 

4πλ, η «ρ^ΤΕΐΙουοα τιμή κατά ϋααεΠγ υιάρχεκ, αλλά το γενιχευμένο όλο¬ 

ι Αήρωμα 1 βΙϊικϊΙκ ατοχλέυει (Πορόδΐι,γωίΐ 3,4), * 

Παρατήρηση 3-5, 

Αν η ουνάοτηοη ί είναι «ριττή ί 6ηλ_ ί (-*)=- ί<χ)) ορισμένη στο 

1-α»,*αΟ τάτε Π τρωτέ ίίουοα Τιμή ιάντα υχάρχες *αι είναι 0, οψού 

κ >ΐίχ5ΐ1ΐΓΐ ί ίίτΜϊΐΟ I —4· I 
α·ρ·ν 
ί 

<«χά ΐην άιηηαη 2.38α), 

-I 

Αν ϋ οουάρτηόη ϊ είναι άρτια (6ηλ, ί(*χ)ΐί(χ) ορισμέντι «ττο 

(- «.^β) τότε α*ί την ί£<ηιπί)η ΐ,3βα έχουμε άτι: 

Γ Ρ(ΐΜϊ=2 [ ί(ί)άΐ=2 Γ ΗΐΜτ 
Λ. λ» 

Ευνειώί, αν το γενικευμένο ολοκλήρωμα I ίΐχϊεΐχ μιατ άρτιαί ουν- 

Γ* 
αρτήστωΐ α*οκλίνει* βπλ* ένα τουλάχιστο αΐΐ το ολοκληρώματα I ίίχΜχ 

-- 
ή I ίί,χΜχ Λεν υκάρχει, τίτ< ■«, η τρωτεήουσα τιμή ιατβ εβυοίϊγ δεν 

υτάρχει. 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

1, Ιρ-ολοκλήρωμα), Να αποδείξετε ότι; 

Γ^- 
1 „ι~ρ 

ρ- 
α* μ, ρ > 1 

» ρ ^ ι 

α >0 

Αιτώ&Ε ι ξη 

Έχουμε: 

Γ. υ'-'τ ιώς: 

(ψ 

Γ-7-.Ϊ-Γ-7- 

-1 ) * αν ρ 4 1 
ρ-) 

ίθ£ β 
α * 

αν ρ = 1 

ϊτ “1_ρ. ρ >1 Ρ 1 

, +«, Ρ ^1 

Άρα το ρ-ολαΝλήρωμα ουγχλΐνεί αν ρ>1 και οίειρΐίεται θετικά αν 
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2. Να αποδείξετε ότι: ΐ1χ" + Τ 

Απόδειξη 

Εφαρμόζοντας τα,ρρίγοντι »ή ολοκλήρωση έχουμε:: 

4
 

1 
1 ί^γ=-.Η- 

1 Γ 4χ 
3 2 1 ν^ί 1+Κ ) 

λ , X Γ~ 2*Α* 
7 2 1 ΐ(ι+ιΜ 

όχ 
ί ν*ί Ι+χί 

=^(^^χ)^τ-ϊ-τ+τ 

3, Μια συνάρτηση ί μη αρνητική, λέγεται "κατανομή** αν 

| ίίχΗχ-1 

α) Για ποιώ τιμή της θετικής σταθερής Α η συνάρτηση 

Αχ**"5*, χ > 0 
ϊ{χ) 

παριστάνει, χα τανο μή; 

χ < 0 
, α > 0 

3Ϊ Να αποδείξετε ότι η μέση τιμή μ είναι-— κσι η 5ια< 

κύμανση σ1 είναΐ“—, όπου τα μ και σ2 ορίζονται ως εξής 

μ-| χί (χ )ΐΙχ, σ7- ίχ-μϊ*£(χΜχ, 

Απόδειξη 

αϊ θα «ρέΐεΐ να έχουμε: ^ £(χΜκ=1, Δηλα&ή 

1= ^ ΑχΖο αΚίΐ5(=-“γ ^ γι^άψ ί&έτοντος γπ-αχ) 

=-”Γ [Λ^.>1 * 
2Α 
α7 

Άρο 

Β)». £ **<*)<*■ £ »-ι··,Λ'“,**"=Ί *’ 

..^^ΐτ'-ΐ/1 <*/-&)£ =Τ 

,»=, Γ(«-»>*«*»*= £ “*· 

=_μ.(Γ Λ*νι» {"λ-^μ*· £ 

.-ΐβ* ££"* ■^♦ν-ϊΟ 

= Τ ^ * ' α 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

3,Κ Γι* τιιιίΕ 7011 Ρ 10 

χει* 

3,2. Ηα εξετ^ετε ιρ« ™ τ" ” 

μοταΐ 

γινίΝΐυμένϋ ολοκλήρυΐ» £ β άχ ν*άρ 

ραιιάτια τενιΐΐΕνμένα ολοκληρω" 

Γ 
ί 

Ί* ,ρ»1 *> | 
κ^ίηχΟχ 

χ(1θβχ)Ρ 
* 

Οχ 6) ί 108 “Γ** 
€.σ3ΪΪΧ * 

ΙοΒ 4* Λ* χ X 

βτ * Γ ,■*!*'4* 

ί άη 
ί * I κ3 +2*+^ *ί 

χ/3 
άχ 

. π 
1+β 

3.3, Ηα σΐοβϊίίετε 6τι; 



γ) ί ·'“Κ6Μβ»!κ=·£Τ*5Γ . α»ο «ί_τ^ητ*»τ 

ε) Γ _^_ 1 
*τ> (β2 +2&>ί&5 &*Η2 >^ 4*( 1+ΪΤ03 6Ϊ 

3.4* Να Βρείΐί το εμΕαΦύ του ιεϋίτΝ,λ,ειΐται αιιί το γρΐί^ηιιο τη.£ £, την ι- 

σόμττωτΐί της και τον ££σνα τ»ν * ον; 

α) ί(χ)=χ«~* η $) ί(χί-Λ5β'χΐ 

3.5. Να βρείει το εμβοδεί τον ίριτλειεταί ανί το γράφημα τπΐ ί, τον ί- 

ζονο Οχ στο δ^όατηυα 1 < χ < + <» ϋηι ο έγκυε αιά ■τονστροΦ^ τη£ ί 

γύρω ατά τον άξονα Οχ. αν; 

α) Η*)=*~* &) ί(χ)“— 6) ί{χϊΐ-ν χ χ* 

3.6. Να ίξετάσπε αν υτάρχεν η. κρωττΟοοΡα Τιμή χοτά ς^υοΐιγ γνα τα ολο- 

μλπράματα; 

Γ** 

ί. 

X 
έχ 5> ^ 

Γ 8ϊη V* 
Τ+χΤ1 

X 

3 

γ,Γ 
X 

άχ Η οοβχύχ Τϊ^τ 

■·Γ 
1+χ 
1 + χ! 

4χ 

5 3.3. ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΓΥΓΚΛΙΙΕΩΙ ΓΕΝΙΚΕ ΥΜΕΝΏΝ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ 
Α' ΕΙΔΟΥΣ 

θσ αναφέρουμε τώρα ορισμένα κριτήρια:, με την βοήθεια 

των οποίων απορούμε να εξετάσουμε ένα γενικευμένο ολοκλήρω¬ 

μα της μορφής | ΐίχΐάχ ή ^ ίίχΐάχ ως προς την σύγκλιση, 

θα περιοριστούμε μόνο να αναφέρουμε τα κριτήρια για την μορ¬ 

φή ^ ίΐχ)ύχ, αφού ένα γενικευμένο ολοκλήρωμα της μορφής 

Γ π*)<1χ ανάνεται *ύ*ολα « ολοκλήρωμα της νχχΚ ί Μχ)άχ 

με την αντικατάοταοη ι--χ. ενώ ένα γενικευμένο ολοκλήρωμα 

της μορφής ί. £(χ)άχ ανάγεται από τον ορισμό οτα ολοκληρώ¬ 

ματα 
ί. 

ί ί χΐόχ και ί £(χϊάχ 

βα αρχίσουμε με ένα κριτήριο, που δίνει ικανή και ανα¬ 

γκαία συνθήκη για την σύγκλιση του γενικευμέναυ ολοκληρώμα¬ 

τος ^ £(χ)άχ, γνωστό ως "κριτήρια του ίαυεΗγ". 

Θεώρημα 3.3 (Κριτήριο του ίθυοή*),1 Εστω £:[«■+ »ϊ - ΙΡ 

μια τοπικά ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Τότε το γενικευμένο ολο- 

κλήρωμα Γ« χ)άχ συγκλίνει, αν και μόνο αν, νια κάθε ε >< 

υπάρχει 6 >0* τέτοιο ώστε για κάθε χ,,χ2 € 1&τ + ■) με *ι >Β 

χ2 >δ να έχουμε: 

£(χ)άχ I < ε 

Απϋδειξπ 

Λ,«ά Την Ορισμέ 3.2 έχουμε ίτι ΤΟ γενικενμένα ολοκλήρωνα ^ ί(χ}< 

'η ι·, ,Νλ.'νΐι-, αν *αι μένο αν» η ^υνάοτηση Γ: [α, + · ϊ -* ® ι»ε Γ( > 

- Ι Η τ ϊιΐι 0 νγ μ λ ι! ν ε. ι όταν χ ■* + ». Αλλά τότε σύμφωνα με το κριτήριο τ 

Οβιι^ηγ γι,β την σύγκλιση «ραγματιχ^ν συναρτήσεων* βα Γχονμε: 

Ππι Πχ)=* » I Υε >οϊί 3 6 >0)ί Υκ, ,χ, £ (σ, + ®)> χ* > 6»χ? >6 ^ 

|Γ(χ,)-Γ(>ί1)1 <ε« 

* *.τγ ιροοτιχός Λογισμέ; 1, δεύρημα. 3.13, 



ΖΙύ 

Ετείδή όμως: 

Γ ίί*ϊ4ΐ- ί ' ί{Χ)άΙ*- Γ ίΙΐΜΐ 
Λ Λ Α, 

η ιαρΰτάνω αυνβήκη γράφεται.: 

{ Υι >0Η 3 6 > 0)ί Υχ,,Χ,Ε ία.ί»)) Χι >δ,χ2 >6 * Γίχϊάχ <ε 

Παρατήρηση 3*6, 

Η αννΜ*η οτΰ βςώρτιυα 3.3 ειίνομ* Μΐοόύναμη ^ την &*αύτηοη ό* ι το 

ίρεο του ολοκληρώματος ί ΤίχΜχ είναι 0 όταν *| -* +» χ; , 
Α, 

Παράδειγμα 3.8. 
_#β» 

Το γενικευμένο ολοκλήρωμα ί 4χτ α*0 συγκλίνει, Πράγματι- 

Μ(ί' σύμφωνα υ* το κριτήριο του ΟΐυοΗ^ για α<*ι<*ί έχαυΡΕ: 

I" ^ £-1 ιΕοίχ= -22Κ1. . _£’ °Ζ?- ίκ 
Ιυνεΐώς 

-ί- +ί ι_ϊγΗγ<ι χι Ιίί 1 ** *ί 

αρκεί να δυαλέζουμι: «ί 6*" - 

Παρατήρηση 3-7* 

Έστω α, ία. Τόίί π ιοίτητα 

£ ί(χ)ύχ= £ £ίϊόί1χ+£ ίίχΜχ 

συνειάγεται άτι το ολοκληρώματα ^ ϊίχΜχ «αι ^ ί(χ}ΐίχ τιν^ι τηί 

ιίδμοί φύαης Μί υροϊ ΤΠ σύγκλιαη,δηλ, &α συγκλίνουν λ «ο σισκΑίνουν ουγ- 
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I 

χρώνωϊ* Εννετώς δτα,ν εξετάζουμε ένα ολοκλήρωμα | ίίχ><3κ ως ΐρος π 

σύγκλιση, μισρούμε να το αντικαταστήσουμε με αλλα της υοοφήε | ϊΙχϊ<5; 

για κάκοισ α( >α, αρκεί η ί να ικανοποιεί τις ίρονίο&ήσι ι,ς του Ορμο· 

μου 3.2* 

Έτσι στο Παράδειγμα 3,8 μπορούμε να αεοδείξουμε ύΐι και το γένι· 

ί 
Γ κίυμιϊ νο ολοκλήρωμα | —4“ άχ συγκλίνει αφού ?^?1. 4χ-1 5^ηΧ άχ 

βΐπχ 
χ 

:ί1ηχ 

Ίχ Και ΤΟ «ρώτα ολοκλήρωμα του β' μέλους υπάρχει γιατί η ί( χ 

μπορεί να γίνει* συνεχής οτο 0 αν ορϋοονιιε ί(0ϊ=1. 

Γο κριτήρια του ΰίΐ^Ηχ* αν και δίνει ικανή και αναγκαία 

συνθήκη νια την σύγκλιση του νενικευμένου ολοκληρώματος 

Γ ί[χ]ύχ* εν τσύτοις δεν είναι εύχρηστο στις εφαρμογές. 

Γι' αυτό θα αναφέρουμε παρακάτω κριτήρια που δίνουν ικανές 

συνθήκες νια την σύνκλιση του νενικευμένου ολοκληρώματος 

I ί ί(χΜχ* που μπορούν πιο εύκολα να είπαρμοατούν στην πρά- 

ξη- 
Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα νενλκευμένα ολο¬ 

κληρώματα μη αρνητικών συναρτήσεων* Τέτοια ολοκληρώματα 0ε 

αφορούν τα επάμενα κριτήρια* 

Όπως είναι γνωστό το γενικευμένο ολοκλήρωμα ^ Γίχ)ι1λ 

θα υυνκλίνει αν η συνάρτηση Ρίχ)*^ Ρ(ΐ34ΐ έχει όριο γιτ 

χ Ας υποδέσουμε ότι £(1) >0*νΐ >α. Τότε η συνάρ¬ 

τηση I θα είναι αύξσυσα. οφοΟ 

Ρίχ2ϊ-Ηχιϊ“ ί Πΐ)άΙ > 0 
λ| 

νια α ■ X| <χ;. Υπάρχουν τώρα όυο δυνατότητες: π Ρ θα είνα· 

Φραγμένη προς τα πάνω ή Βεν θα είναι. Αν η Ρ είναι Φραγμένι 
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τότε 0α συγκλίνει,, αφού είναι, καί μονότονη ■ Αν όμως 5εν ει- 

γαι φρα γμένιΐ τύτε σαν αόξουσα θο ΗΠΕίοί-ζειαι θ ε τ ικύ, 

Τ£ισί με την παραπάνω συζήτηση, έχουμε αποδείξει α- 

κόλϋυϋο: 

Θεώρημα 3.4. * Εστω £:1α,+ -) ·* 1Η μ να μη αρνητική καί 

τοπικά, ολοκληρώσιμη συνάρτηση- Τότε τα ολοκλήρωμα £ Μχϊ^χ 

αυγκλίνΐι, αν η ουνήρτποη Ρ(χ)-| Π04* είναι Φραγμένη οιο 

[α,+ «> και αηειρίζεται θετικά αν η £ δεν είναι φραγμένη,Σε 

οποιαδήποτε περίπτωση είναι: 

ευρ Ρ < χ | 
Ι|ϋ«» 

Παράδειγμα 3.9. 

. I ΙοραχΙ. 
Ει·''“'· ]„ -Ε3Γ*·**· 

Πρα-γιιατίΜα* ιιειΜ 

• 1«"Ηί ΤμγΗ* ί <_τ 
ούμφωνα μι ίο θεώρημα 3.4 το δοσμένο ολοκλήρωμα συγκλίνει. 

θεώρημα 3.5 (Κριτήριο οιιγκρΙσεωςϊ. Εστω £.£:[(*,+ “) ■* 11 

δυο τοπικά ολοκληρώσιμες συναρτήσεις, τέτοιες ώστε: 

Ο < ίίχ) < βίχΚ α * * < * “* Τ6τεί 

ί) | ^Iχ1άχ < + » * £ £(χ ϊ άχ < + « 

ϋϊ | (Ιχΐάχ-*-·* | ^(χ)άχ** · 

Απόδειξη 

Επειδή Ο Κ £(*> * £(χϊ, * < * ία έχουμε: 
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£ Γ(ΐΜΐ < £ ϊ(ΐ)άι 

Ιυνί ΐιΗ 

βυρ ί ί{τΗτ< Ηΐιρ [ Β{τ)4τ (1> 
, /, ιι■<·■ }α 

1ϊ Αν £ εΪχ)4χ<+», τύτε ίο δεξιά μέλος τπϊ <1Ϊ είναι ΐΕίεροο- 

μίνο* αν4 το θεώρημα 3.4, Αρα και το αριστερά μέλος είναι φραγμένο 

και εεομένμς ί Ιΐχ }4χ <*«** πάλι αιά το θεώρημα 3.4, 

ϋ> Έστω ί ί(*)άχ=+* και ας υιοθέσουμε άτι ί £(χ)Ρχ < <™.Τδ- 

Τί όμως αΐ<! το ΐ> θα είχαμε άτι και | ί(χ)άχ<+“, άτοκο. Άρα και 

£ β(χΜχ=+«.» 

Πόρισμα: * Εστω ί; [ο, ♦ ■>) —<- ΙΚ μια τοπικά ολοκληρώσιμη 

συνάρτηση * Αν χ^ * £(χ) < Κ * Υχ £(α,+ * 3■ ρ > Ί τότε £ £(χ}άχ 

< + », Αν χρ·£ίχ) > λ >0, υχ ε Ια, + «Ο, ρ < 1 τότε £ ίΐχΐάχ 

Απόδειξη 

Άμμεοη ΰιίνέεεισ τον θελήματος 3.3 με χ>=^“ (ρ-ολοκλήμί*μο;ι *■ 

φ^ρμ 1 τ*κ ί 3,11 * 

Παράδειγμα 3,10* 

Είναι £ γ^· < **, 

'Γστ* £ΐ*ϊ = . Τ4τε 

0 «£(*)= <-^Γ =£<*>> χ€ Ια,**] * 

ι* 

I, (,η' ί <■ + «* (ρ,-0ΐο,Μ.ΐιΐρΐΒΐο, εφαρμογή ί τηε §3,ϊΐ σώμα^'-α μι * 
λ χ* 

♦ ίμημ-ι .* ιτι. ίο ί,ασμίυα ολοκλήρωμα συγκλίνει. 
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Παρατήρηση; 3*β, 

Εύμφωνα με τπν Ιαρατήρπαη 3.7 είναι και, 
Γ 

εΙχ 

Ι+χ* 
< + * αφοΟ 

ί Λ* - Γ . ί 
λ ι+ί . ί ί 

άκ 
1+κ*1 

αυΐ<ί ίιναί ορισμένο οΑο μ λήρι^μα, 

Παράδειγμα 3, Μ, 

και το ολοκλήρωμα I υίαρχει., αοοϋ· 

Ειΐι,όή 
1+χ ' νΊν 

* V κ ^ Ο και ί" άχ 
1 1+* 1 

αυνετάγετΉΐ ίτι 

και. 

V" 
Γ σκι 

Α Π«·)1/3 

θεώρημα 3,6 (Οριακό κριτήρια αυγκρίσεωςϊ,'Εστω ί* £: 

ίσ* + ») -· ΤΒ τοπικά ολοκληρώσιμες συναρτήσεις με ίίχϊ^Ο και 

£ ί X ϊ > 0, ¥ χ € [ α ι»+ “■) με σ ι > α * Αν 

ϋκ -4Η- β(χϊ 

Τότε: 

1) Αν 0 < ι < * * ρ τότε ^ £(χ)ΐ1χ <+»<** ί 8 ΐχ) ΰχ < +» 

ϋ) Αν 2«0 και | £ίχ)όχ < ■► - ** £ £(χ)ϊίχ < + <= 

ϋί) Αν 1*+ » και ^ β[χΜχ*+β ^ £(χ)άχρ+ » 

Απόδειξη 

Έχουμε: 

11ρ -^-=* ** ί νοθ)ί 3ό>0)( Υχξ [α,+ ~)>χ>& - | -2 | < 

£ ) Αψοιΐ 0 < 2 < +■ «. γι,α ε~ ιαιίρνοαίιε: 

Α . . ί(χ) , 31 . , ,ϊ 
0 ί-<~<~·¥ι”·°*ϊΜ,,(ΐ|'6) 
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Άρά 

-γ6<χ) <ίίκ) < Είκϊ, κ > ΰ2 

Το θεώρημα 3.5 και η κρώτη ανιοίτητα αυνεκίγονται ίτι £ Κ< “><** < ** αν 

Γ Πχ)άχ< + “·. Το ϊ&ιο θεώρημα και η βεζίρη ανισότητα συνειάγονται 
'Ρμ. „ .β.*·1 .**· 

ότι ^ £ί χ >άκ < + » αν £ !(χΜκ και 1 £{χ)ΐ* 

ί, 
:+«ρ. Άρα τα 

συγιιλΟνουν ή οιΐιριόονται *ίτι*ι£ συγχρόνως. Α#οό οκό την Παρατήρηση 3.7 

το ίδιο ισχόει και Τ^α τα ολοκληρώματα ^ ί(χ)<ίχ και Γ Μ*)*1** Γ0 βε" 

ωοημα ύ' αντήν την τεριίτωση αιοδείχτηκε* 

ϋ) Αν 2=0 τότε &α έχουμε: 

0 <ί(χ>^£ίΐ(χ>, χ > α3 

Αιί το θεώρημα 3.5 ιροκόκτει αμέαως το ουμιέοαομα, 

111 > Αφήνεται για όοκηση* · 

Το ακόλουθο Πόρισμα είναι εξαιρετικό χρήσιμο στις ε¬ 

φαρμογές * 

Πόρισμα: Εστω £;[<*.+ “> — Π* υια τοπικά ολοκληρώοιμη 

συνάρτηση, Τότε: 

α) Αν 11ικρ·Γ(χ)-1.0 5 I ·>+ -·Ρ > 1 “ ί Π*)4* <* - 

ρ) Αν ΙίϋίχΡίΙχΙ-ί.Ο <1 * * “· Ρβ 1 “ ί 
1 ΙΙ· *■ 

Απόδειξη 

ί^αμμόςοομϊ ΤΟ θΐώρημ® 3*θ 1>Γ ,χ ε 1ατ+ ») , ■ 

ΠαρόόΕΐγΐΛ 3,12* 

Το γενμκΐνΐιίνο ολοκλήρωμα 
ί'~ χ2άχ 
^ί ίχ“-χ2+1 

οογκλίνει. Για να το α·ο- 



&α ε*αρμύοουμ* Το β^ημα 3 β μ£ χ* 
.2 τ 3χ*-κ1 + 1 **<■ δίϋΑί- 

,°ϊ,1' Μί Η(*,_ *' = *’ ' <Λΐί! Την Γ 'βίβνοϋιιι Τ1.Ε μιγαλυτιοΕί 

του * βιί Ι0ν οβ,6μΤ1^ „μ βιί Ιον ΗΚ)Μ(ιιαοιή)_ 

£ιειΜ 11η =ιί Γ άχ 
^ 2. I *? +" ίρ-ολοκΑχρωμα μ£ ρ·;} ^ 

** Η*** " ίτ1* 
" ρ 4 * # 

έΚΟυμε ατά το θεώρημα 3.6 Π ίτ*. *αι ^ ίΐκίΟΛ^Τ* 

Παράδειγμα 3,13, 

,·«„ | £εναε I χ% Κ<|χ < + » . Ιϊρανμ^η,^* ιιεείιί 

α + 2 
^5 χ-ί * IχΛ& *)=II» κ11 ^ ? ■ β κ= 11» -ϋ-_— -ο 

I—χ α 

(|“ '’“°μ°Τί! Τ<~ "“*» 1Β»ρ1ΐι1)( β.ί το Πίρεομα του 
ματος 3,6 ιΐρΟΜυιτει το οιιμτέμααμα. 

Παράδειγμα 3.14, 

θεωρούμε το γενικευμένο ο λα* Αχρωμα ί 
άχ 

1θ£κ 
-Η* Εκει&ύ ΙΙιο, χ* -—— __ 

*— 1ο*χ ™ Ιο** 

Τοίί θεάματος 3,6 έχουμε ύτίϊ 

*1|· Χ3+»( *κό το β) τον Πορίοματος 

ί άχ 
Ιοβχ 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ__ 

^ Εστίρ ί» £-1 α·*+ " ϊ ΠΙ 6υο τοπικά ολοκλήρωσε μες οχιν- 

αρτήοεες. μ* ιηγ & σταθερού προσήμου στο £»,♦«). Ακόμα έ* 

οτω ότι υπάρχουν τα γε νικημένα ολοκληρώματα | £ ί κ) Ε ί χ | Είχ 

και ][ *ϋ· Τότε να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ € ΐκ τέ- 

£ίχΙβίχϊ (1χ-£ ^ Κ ΐ χ ί ίΐϊ 

τοιο ώστε; 
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πάδειζη 4 
.1 Ας εέυαι ιη^ίοΚ η» Μ^υρί οτο 6εόυτπμα βεωροόμι ™ 

|ο*οχΙη<Ηί»τ. £ «»>ί(Τ>Μ «ο £ «<ΟΛ. Τότ* α.ϋ το θε*.πμα 2.33 (»' 

βτώοοιιο Μίοπί Τιμιίϊ του ΟΙοτληουτο.ού ΛοτυομοΟ) Μ υιΐϋχτυ «<*! Ε 1%. 

Η^Ι Τέτοιο «0Τ£Ϊ 

£ ί(ι>ϊ(ΐΜΐΐηίΐ4Ϊ ^ *(^)όΐ 

Ε,,,Μ „ί την υ.Ι.ιοπ ν«ίΡΧ=νν τ. 11» [ «*>«(<>«■ [ 
■<β· 

ϋ(& Γ ϊ(ΐ)4ΐ^ ί βίχΜχΨό, ατό τπν τελευταία νοότοτα συνείχε»&<- ίΊ^ 

'-*■ λ " Α ν- 

ΰο υιόρχει *αι το 1_1λ ηί χ >=ί € * * Ιυνεε^ ίχουμτ: | ί(χ)β(χ^χ= 

6 ί §(*Μχ, 
Α 

ϊημίΐ^οη 

Το ΜΜ.ϊνω ττοττλτύ μυο γίνί.τυοη του ο' βτ«οήμοιθί τπί «οί£ Τυ- 

( μόι,, γε ν ιι ε υμένα ολοιληρώματα α' είόουί· 

ΐΓϊ,ατν £:[01+·) — 1Β μια χοπεκά ολοκληρώσιμη συνάρ- 

τποη. μη αρνητική στο [0,*-1 .Να ββόρΐϊεττ άτι _[ ΪΙ*)β"11 “ακ 

< * «, α >0 αρκεί να υπάρχει έναί θετική.; αριθμός θ <α τέ- 

< τοιος ώοτε 1ϊη£(χ)β"61ι-0. (άάλ. αν η £ 6εν απειρίίεται πιο 

γρήγορα από την οβκ ντα κάποιο θ <α1* 

Απόδειξη 

Αβί>νν Ητη Γ(χ)β"0ΪΙ*Ο* «ο υϊάρχει «'νας αριθμός χ: * τέτοιος ωοτε 
¥ 1—κι* 

ί(χϊβ"ΒΧ < 1* νΧ > χι* Ευνειώϊ ίίκ) < νκ > Κ). είναιϊ 

Γ ίί *)*-**!!» Γ «π)*·“*τ* ί Λκ)β"β3Ιι1χ. 



ιρώτο ολοκλήρωμα του &* μίλουϊ υπάρχει» αφ-ού εέυαμ ορμβμένε. Για το 

ιτερο ·αρατπρθύμε ^Τί! 

Ηκ)β -αχ ^ @χ -αχ„^ίίι-β>* 
6 β —β I X > *1 

,,ρή ί * *α &3*ύχ<τ» (το. οιομο νροχύΐτΕί άμμεοα αεύ του ορμαμί) 

**' γ' 
5 το θεώρημα 3.5 έχουμε ιίτι_ χαμ ΐό γενμκευμένο ολοκλήρωμα I ϊί,χϊβ <& 

κλίνει. Κατίί ομνέτεμα ί ί (,χ)ρ ίχΧ<Ικ. < + «*. 

3. Να αποδείξετε ότι: ^ Χ5ΐη(χ* )<1χ < + *». 

όδειξη 

βα εφαρμίοαυμε το «ρυτήρεο του ΟαυοΠγ (θεώρημα 3.3). Αρκεμ να ϋΐο 

ϊίουμε ύτμ: 

ί V* >0)ί 36 >0Η νχ, ,χζ € [0.+ ® ϊ)χ2 >*ι > *> <* | χ^Ιπίχ" )ϊ1χ < ε. 

χσυμε: 

ιρο; 

1 ■* 
ί χβϊπϊϊι* )<1χ= — ί 5^Γ> — ΐΐυ (βίτονται χ*=μ) 
X “ -1·: γϊ 

X 
η 

'ί £094 

V" -ί Η 
1Ι &Οβω - 
( 3/2 ά* ■ ω 

■41 4οηχΪ 
ί *ί 

003 Κι 
*! Ηί 

|«τ 
ί 1 , 1 \+ 1 ί*1 άω 
(χΓ *Τ Γ » ^7? *»* ι*ι 

(χ 4 1 η 4 *ι -1 ί»! *ϊ/ 

■ ύω 

< € 

^ Αμαλέίουμε «ς Ο¬ 
Ι 
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Σημείωση 

Δευ χρέχεμ να σχηματμοδει: Π ευτύι«βη ότι για να ουγχΑινει, ένα Υ*“ 

νεχευμένο ολαχλήρωμα α' ει&^ϊ. ιρέιεε η ουνίρτησπ να είναι. φραγμένη. 

Γενικά μ * ο ρ ( ί το γενι,ιιεϋμέν® 4 1 5 " 1 ^ 

ρ ω μ & να συγκλίνει ακίίμα ·αν έταν π 

ουνάρτηοη ίιν ε ί ν α μ φραγμένη. Τα ιοραΐίυ^ 

νενι «χυμένο ολοκλήρωμα εΐίναμ ένα τέτομο (οριί&εμγμα. ΛκοΑεμξΟμέ ίτε θυγ- 

Γ 1 1,Η 
κλίνει, άλλο η ί Δεν ΐίυαμ φραγμένη* αφού για χ= |ί 5ν+1) | ^_ 

χουμε: 

Π» |[<1ν*1> -§-] .ΐη-ϊ^λ.|=Η.[(ίν+ι)-τ] *♦ " 

■] 4, (Ολοκλήρωμα του ΡυΙβεοπΚ Να αποδείξετε ότε: 

Γ·-- -ΐ- 
Απόδειξη 

Παρατηρούμε τοώτα ίτι το γενικευμένο ολοκλήρωμα ί * * ά* ανγχλέ- 

νΐί,, αφού ΧίΜΕ**""**»!) (Πόρισμα του θεωρήματοι 3.6). Για να το υκολογμ- 

οομμι θέτουμε ϊΐίΐι) ΐ/ν,νί ΙΝ οιέτεϊ 

Γ *~Μ ώχ- ^ (!) 

• 1 

ΕΐεεΑίί ίμω£ Ιβχύίι** 

&α έχουμε; 

(1-*31ν «.“““’β-—Γ. *ί(0.1] 
( !+■*)'’ 

Άρα: 

* Αιεερΰοτμχΐίς Λογμσμός 1, όσκηοΓ 5.66. 
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Γ α-χ’Λι* * Γ ί Γ 1χ 
■'β Λ Λ π+χ3 

Το ιρώτο ολοχΑτίρωμα, της ίϊϊ για κ"0α6ΐ ίενεει 

*■ ιΐΟ 
ί ίΐ-»1)^! .1»^^=^ 

■(?*) 
(2ν+1) 

ήΐά την εφαρμογή 2α της 5 2.7, 

Το τελευταίο ολοκλήρωμα της ί2) για χ-ΐ£ΐ δένει: 

,*η 

α+χι) 

χάλε αχί την εφαρμογή 7ά της 12.7. 

Αιά τις (I), (2), (3) χοκ (4) έχουμε: 

^ 2>4·«»<2ν) „ Γ" -χ3 ■ .. „ 1«3»*»(2ν~3) 1 -τ- 
* 3*5·"(?ν+Ι> ύ * 2·4· ”(2ν-7) 2 ** 

Όμως εέναεί 

η·| [■,-;■: :;ίϋυ ·-—] 
2ν 

2ν*1 5 2 

<2> 

(3) 

Γ —!ϋ-= Γ ιμ^ϊ,Ι» 1·3···<ίν-3) ,„, 
•Ι (-«>>'- λ »·*—ίϊν-ϊί ί 

($) 

χαι. 

Ί ί ιγ ([ 
1*3**·(2ν-ί> 
ϊ·4' ·*(2ν) 

1 1 2υ 

2 

ατά τον τύιο του ΗλΙΙΙξ (Εφαρμογή 2$ της 5 2.7), 

Επομένως αιά την (5) έχουμε άτι; 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ__ 

3.7. Να εξετάσετε ως τροί τη σύγκλιση τα εαμαχάτω γενικευμένα ολοκληρώ' 

υατα.1 
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α) £ΞΞϊ_(1Χί α>ϋ β) | γ) | χοο*;(χ'Μ* 

3,8, Ειίσης .τα ολοκληρώματα: 

-ι χ 
άχ * 

οηΤ1 
α ) 

Γ'1 χ ί -1-^χ >ν^" §> ί 
ύχ Λγ,-^' 

* ί άχ 

ε) ί 7 

κ Υΐ+χ' 

άχ 

Γ -^Γ ^ ί€** 

1οίχ)Ρ 
» Ρ >0 0*3 Γ-3 ά* 4Τ'ΐ .- }* 

3.9» Να εξίΐτΑσετε ως χρος τη σύγκλιση τα ολοκληρώματα,: - Α' 

άχ υ ί'-’* Κ Μί 
■ ,-ν* 

—ϊ+ϊΓ5 ** , 
I* & 

Γ-^ΎΤΓ ^ Γ * ν ' Μί Ί^Γ ^---2- 
'Ί ί χ*+2χ> ν> ~Ζ. ^ ^ *έΤ 

>3 
<*ι+2*> 4 , »ί 

'> Γ »«££-ι '■ Γ’ Γ·^** *·** ,,λ *'*η* 
.ίΤ-ν 

3.10» Ν« αίοδιιιξετε άτι: 

α) ί χν«-1ϊϊ\ΐχ<*“, α>0* ν>0 

6’ ί ι- ιϊ1*ϋίπΐινχάχ < + ** > α >ν 

γ) Γ" χν“ΐθΐ( 1+*)ά* < + ** ^>0 

Γ*' { 

ί -5 

ατ 
6) άΐ-τ Ο >0» β >0 

3» Π. Να Μτε τις τεμές τον ρ για τες οιοίεί τη γινιχευμένί ^λοκΑϊ:- 

I ίΐΗ]Λ I χΡβ_>1ί1Χ συγκλένεε» 
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3«!2. Να βρεθούν ονυθΗϋΕε μεταξύ των ρ και ^ ώοιε τα ταραχτώ ολο- 

κληρώνατα να συγχλόνομν; 

^ β) Γ_ί±Μϋ«>=ί2Εΐ1 ίχ *, Γ ** άχ 

Λ νΡ }, ίΐ+η*ρ 

3.13. Να ατα&είξετε 5τ ι,: 

ί •"“ί** -^-ί,'1Λ’ β’ί 
3.14. Αν φ{ν) = £ΐ^ * Γ -- τότε να ϋϊΐοΑίί^ττΓ όηϊ 

^ (α^χ2)* 

»<»>= ?ν-? *ΐν"1} 

Γ'* 
3.1&. Αν 1^=1 τΰτ£ « οι ί δείξετε ότι: *αι 

θεωρώντας την ΐαράστασπ Ϊβ + 13- Ϋ21ι ί ή διαφορετικό) να α»Αεί- 

ξετε ότι; 1;,= —ί—- 

| 3,4* ΑΠΟΛΥΤΗ ΚΑΙ ΥΠΟ ΣΥΝΘΗΚΗ ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΓΕΝΙΚΕΥΜ£ΝΠΝ 
ΟΛΟΚΛΗΡΟΜΑΤΟΝ Α* ΕΙΔΟΥΣ 

Ορίβΐΐβξ 3.6: Έστω Γ:[α,+ ·) — ΙΚ μια τοπικά ολοκληρώ¬ 

σιμη συνάρτηση, βα λέμε ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα 

£ Γίχΐΐΐχ συγκλίνει απόλυτα ίή ότι η Γ είναι απόλυτα ολο¬ 

κληρώσιμη) αν ί |£(χ)|άχ < ♦ « , Αν Γ ΓΐχΙίΙχ < + ^ και 

^ |£1χ)|άχ-+ «, τότε λέμε ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα 

£ Πχϊάχ συγκλίνει οπό συνθήκη (ή ότι η Γ είναι από συν¬ 

θήκη ολοκληρώσιμη). 
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θεώρημα 3.7, Αν η ί:[σ,*«) -+ ΙΗ είναι τοπικά ολοκλη¬ 

ρώσιμη και £ | Η χ ) | ϊΐχ < + » τότε και £ £(χ)άχ<+<*. Δη- 

λαΒή, η απόλυτη σύγκλιση συνεπάγεται την απλή σύγκλιση. Το 

αντίστροφο 6εν αληθεύει. 

Απόδειξή 

ΈσΐίΜ £(χ)=)£ίχ>1-ί(χ). Τότε 

0 € £(χ> < 2|ί(*)| 

Ατό το θεώρημα 3,5 έχουμε όΐι £ £(χΜχ< + «*. Αφού όμως £{χ)=| £ΐχ) |- 

-£(χ) ίκι είναι «οι. ί ί(* ϊάχ < + 

Γα ότι λεν ισχύει το αντίστροφα, θα τα Αιατισιώσουμι με ένα <ορα- 

' ϊ,γμα. Ας θεωρήσουμε το γενικευμένο ολοκλήρωμα 

Γ 5ΪΤΊΧ άχ, α > 0 

ί 16 , .'βονμ4 6\ι συγκλίνει (Παράδειγμα 3,®). 6α αίοόείξΐυμι ότι: 

2 1 ;^*1 ϋχ-τΠραγνατικα" ατά ττ»ν ανισότητα Βίη'χ % ; ίπχ| όχο»ί» 

με ότι, ι 

1-ΐΜίΧ 
?Χ 

1χ 

: γ Γ 1 εοεσ ^ (θέτοντας 2κ=υ) 

1 όα I Γ οοΗυ . 
•-1—-τ\— *■ 

ί>,ε ι όή Γ 1 ή μ < (αίσκηση 3,7α) και ί -^- = 
■Ο» *2« ^ 

!? 3.7) έχουμε ότι ί 1Εί^χ1 όχι+ ^ , ■ 

+ “ (Εφαρμογή 1 της 
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Παράδειγμα 3,15. 

βο αΐο&εί£ουμε ότι 
ί** -¥ 

0 ίίΐΜί 
, 1+Χ 

\ 

άχ<+~. Έχουμε ι 

1 " 1+χ «\*[ 'χ+χ ^ ^ * ***<♦« ι αιό το Παράδειγμα 

ΔηΑοέίΙ ΤΟ δοσμένο γενίκεμμένσ ολοκλήρωμα συγκλίνει «ιάλυτβ| άμα 
αχλά αιό το θεώρημα 3*?, 

3*3* 

και. 

θεώρημα 3,8 (Κριτήριο χσυ 01 ΗεΙιΙ6ί). "Εστω ί\ [α,+ ■>}-* 

ΙΕ μια συνεχής συνάρτηση* Υποθέτουμε ακόμα ότι η συνάρτηση 

Ρ(χ)*]£ £{1Ηϊ είναι Φραγμένη στο {αρ + *), Αν 8:[α,+ «) -ΙΕ 

είναι μια συνάρτηση με την 8' απόλυτα ολοκληρώσιμη και τέ¬ 

τοια ώστε 1_ίβ 8Ε*)*ΰ, τότε το γενικευμένο ολοκλήρωμα 

£ίχ)8(χΗκ συγκλίνει, 
ΊΙ 

ΑηόΰειΕη 

Οι υτοβέσεις συνέρχονται ότι η ί*Β είναι τοκι*ά ολοκληρώσιμη 

στο [δ,+ «), Εφαρμόζοντας καραγρντιχή ολοκλήρωση, έχουμε: 

£ £(κ)βΐχ>6ι=Π3)&ί8ί-| Ηχ)β'ί*Μκρ α < 9 < 

ογοό Γίβ>*0. ΕττιΜ |ΓΕκ)|<Μ *<,„ |Γίχ>*ί*>| < δα *Χ0υ- 

μί )=0 ί μηδενική Εΐί φραγμένη). 

Ευνειύς: 

Ετειδή όμως η 

'ία έχουμε: 

£ΐίχ)£{χ)ΐΙχ=-£ Γ(χ)8ΗχΜχ 

β' είναι σ*άλυτα ολοκληρώσιμη, δηλ. ^ |β '(χ) |θχ < + <» 

ΕίκΪΗ *{χ)<ίχ| < Η [ Ιβ'ίκϊ|()χ< + « . 
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Ειομόνωε έχουμε ότι το δεξιά ολοκλήρωμα στην τελευταίο ισότητα συγκλί¬ 

νει ακόλυτα και συνεΐώί το αρχικό ολοκλήρωμα συγλίνει. ■ 

Πόρισμα: "Εστω ίϊ|αρ+—) - ΙΕ μια τοπικά ολοκληρώσιμη 

συνάρτηση. Αν η Ρ:[α.+ ») - 1Η με Πχ)-ί £(ΐ)ότ είναι φραγ¬ 

μένη» τότε το γενικευμένο ολοκλήρωμα ί (1χ„ α>0»ρ >0 

συγκλίνει. 

Παράδειγμα 3.16, 

Για να αιοδείξανμε ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα 

| εοβίχ’Μχ 

συγκλίνει, θέτουμε *^=τ, οιότε ταίρνουμε το ολοκλήρωμα 

^ οεοίχ^’ )(±χ= ^ 
σΰ6ΐ 

γτ 

άτ 

Η συνάρτηση ΐ(χ)=σο5χ είναι αυνε χΗί «αι | οΰ®ΐάϊ=8ΐτιχ-βίη1, δηλ. 

1 
οο3ϊόί| ί 2* Ειιαης η β(χ)-——- είναι μηδενικό και π 

2 V*" 

£'(.χ) = --~-είναι ατάλυτα ολοκληρώσιμη, Άρα αιό το Θεώρημα 3.8 
χ 

το δοσμένο ολοκλήρωμα συγκλίνει. 

Παράδειγμα 3.17. 

Αλ ϋιωμήσαυμε ϊο ολοκλήρωμα 

(Ιηχ 

1 - άχ 

Γ,ίμφωνα· με το Πόρισμα του Βεωρήματος 3.8 το ολοκλήρωμα με ρ>0 συγ¬ 

κλίνεις αγού η Πχ)= ί ΐϊηΤίΙΐ είναι φραγμένη* 

Παρατήρηση 3.9* 

,γ Κ( ιόρι. του 0ίτί'-^:ρτ μ κηρέί να ατοόειχτεί και ίιο γινικα,χω- 



ρίί την υννΜ*π να ιίναι η £ ·αφαγΗγίσννη, \ΐ£ τη βοήθεια του & * βεα- 

ίΜματΟϊ της Ηέοπς Τιμής τον Ολοκληρωτικοί Λογιουού (θεώρημα 2_ΐ*τϊ.ΒΛ.£- 

ΐέ Εφαρμογή 1 ΐαρακάτω. 

Παρατήρηση 3.10. 

Το κριτήρια του 1)ΐΓΐοίι1«τ μτορεί να χρησιμοποιηθεί για να α*ο- 

δειχτεί ήτι ένα γενιχενμέυο ολοκλήρωμα αίοχλίνει. Για ιαμάΛη,γυη το 

οΐηχίΐκ ■ιτο κλίνει για ρ>0, ι λ λό κανένα αιί τα κριτή μι π ιου 

έχουμε δώαΐι έ-εν υτορέί να μας το εξασφαλίσει, Για να ίο ίΐΐηδίΐ'ξουμΓ * 

ϋαρατπροιίμΐ <ίτΐ αν αιπή ουνέχλινε για καταια ρ>0, δένοντας Ηχ) = 

Ιπχ και &{χϊ=χ ^ στο θεώρημα 3.8 θα είχαμε σαν βυρτέραομα ίτι 

και ΤΟ λ ΰϊηκίΐχ συγκλίνει. Αυτί ίμιυζ είναι άίΟΛυ, Πυραίιι. ιγμρ 3.Η, 

Αν με το κριτήρια του Ρΐι-ίείιίστ αποδείξουμε ότι το ο¬ 

λοκλήρωμα 1 ί(χ}£{χ)4χ συγκλίνει, τότε το ερώτημα ον η 
*α 

σύγκλιση είναι απόλυτη ή υπό συνθήκη παραμένει ανοιχτά. Το 

επόμενο Θεώρημα, το οποίο αναφέρουμε χωρίς απόδειξη, δίνει 

πολλές Φορές απάντηση ο* αυτό το ερώτημα. 

Θεώρημα 3,5, Ίίστω φ ϊ [α,+“>1 ■* © υια φθίνσυσα και υετ 

όινιχή συνώρτηοη. Τότε ια, ολοκληρώματα 
)+™ 1·+Β> 

<^(χΐ5ίηχάκ και I ψίχ)οοβ Xάχ 

α α 
Ουγκλίνουν: 

11 απόλυτα, αν φ(χ)όχ < +«> χαι 

α 
,+Β» 

11Ϊ υπό συνθήκη, αν φ(χ) όκ » ΗΜ*- 
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Παράδειγμα 3,10, 

/+» ι 
Το ολοκλήρωμα | 4* αυγκλίνΕί υιό ϋυνθήκη* ηψίκ) χ> 1 

ιίναι φθίνουσα, μηδενική Γ>~ 

Παράδειγμα 3.19, 

Τ. ο1ο.»Λρ-». Ρ ££γ*> «*»«"- «< 10 βι*”'"β * β· ’Ϋ"ί * Γ<1"5 

| Εοβΐ <11 ιϊ»ι ,ραγμίνη ««*- ΐ'-« ιηκίρίχ) - χ,αΐη χ 1·°)ί'ϊίι' 

και π ^ είναι πισλυΤΛ ολοκληρώσιμη. 

,, βί,^«ο ,.'ναι ».< ο»»Μ*η. «,«Ί Π «ίν<·>- **»««■. «Λ**4 

—— =+■ εκειΰή 
χτβίτι χ 

1 
κ+β1π χ 

1. 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ------ 

1 # Έστω ί.β:ία,+ »1 -* ΙΕ δυο συναρτήσεις* τέτοιες ώστε 

η ί είναι συνεχής και η £ ιοθίνσυσα και μηδενική. Αν η Ρ:[α* 

* ,«) -* ]Κ με Τίχ)» Γ ίίιΗί είναι φραγμένη, τότε το σλοκλή- 

ρωμα £ ΓI χ I κ I χ Ηχ συγκλίνει. 

Απόδειξη 

ΊΙοτ* Μ το ψΕχίγνο της Γ, δηλ. |Γ(χ)| « Μ*νχ>α, Αφ&ί 1ίο«<χ)«0> 

νβΐρχτι η^>α τέτοιο ώστε 0<£(χ)<-“( 6οθμένθ ί>0. Αν τώρα 

κ* >κ, & χΒ α%6 το βρ Θεώρημα της Μέσης Τιμής (θεώρημα ϊ,ίπΐι υ*άρχει 

ί € Ιχ^κ.Ι τέτοιο ώστε: 

ί Τ(χ)ρ.(χΜχ-£ΪΚ|) Γ ί(χ>ώί+8(κ:ϊ Γ ίΕκ)ήχ 
Λ, Λ, Λ 
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*Αρα 

£(χ}βίκΗχ|< κ. ^| ^ ίίχϊίΐχ Ι+είχ/ϊ |( Ηχϊάχ | 

« ^ίχ* >* 2Μ+£( μι )* ΐκ 

<ί5γ-2^τπγ^ 

Επομένως σύμφωνα με Το κριτήρια του (^υεΐϊγ (θεώρημα 3,3) το γενιάν- 

μένο οΙοκΜοωμα I ί ί χ >£< χ Μχ οι/γχλιίνιμ * 

2„ Αν π £:{&,+ -) -* ΪΚ είναι θετική και τοπικά ολοκλη¬ 

ρώσιμη και 

ϋΐ I ίί[χ)ϊ | ' 1 
τότε το νενικευμένο ολοκλήρωμα ί ΠχΜ* συγκλίνει* [Αυ¬ 

τά είναι το κριτήριο πηλίκων του Ιί"Α1ορι1>οπ ν*-α την σύνκλι- 

οη γενικευμένων ολοκληρωμάτων ο' είόους). 

Απόδειξη 

Ετείάή ϋπ 
■ ™τ· 

νιάβχει 6 >0, τέτοιο ώαττ: 

ί(χτ!3 

^ | < 1„ συνειάγεται <ίτι ον ο < ε < 1-λ* Τίίτε 

0 < Γίχ> 
< ^+Ε=λ ϊ 1* V* 5* 6 

Άρα 

ιπχ,ιιΐ [μι ^ ιη,ί>ι -, < ·ι« ι:.Γ.ΐ.-..ι- =ε χ * 6 
1*+1 ί* I4 

ή 

|£(χ)! ^ Ο*!*, ¥Χ > 6 

Εΐιΐβή ^ Α*:1χ= ^ ίΧΐθ]ί^£ΐχ < + αφον ΙοβλκΡ» λ·» το θεώρημα 3,5 
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έϊονμϊ το ρυμιέρΜμα* Τ'” 1 

Γ^α ιμΜιιτι» βί *»τίοουι.ί το ο»ο«λι|ρ«* I * « <>*· τί,Ε 

Μ 

, , * ϊ -I χ+1 ϊ I / π1 1 1 * 
ί**1* *_. =11*1 (ι+^-)-±- = --< 1 

X € ϊ 

^Ν». » ΤΟ .Οί,ο.ί- .ρ,Ηρ,ο το [ Α"“ 1* -ΡΜ*· 

Γ*“ 
| και ουνεκώί και | κ3α <1κ<τ·** 

) 

■ 

Ί 

ΓΣΕΙΣ----- 

Να εζττιίιίετΕ ως *00ΐ ΓΓ>ν ακώλυτη Λ μΐί αυνϋίΐχη σύγκλιση ■ 

κάτω ολοκληρώματα: 

α) ί ~ &#0 θ> | χ£ο»(χ*)ά* 

γ) 1 [“»*· 
6) | 

Λ" *1/3 ΗΪηχ4χ 

.1^ 

ε> ] 1 

στ) ( *1η-^ ■** 

ε> I ι:-Χ? ΙπΝχϊΙχ *>] 
3ίΐϊΧ _*__ 

|_ <ι™>>= ** 

| 3.17. Κ. »**·.■!.. οο τμΛ το,, ρ ϊ,ο Τ« <■“*«* ™ 
„„β: 1) οογ.*ι·νο^ α.ίλοτο 111 Οογ.ΐύνοον οιό <"»««"· 

ί 
£ΟΡΧ αχ β) 

I 31πχ 
Α χΐ ΐορ< 3[ 

αχ 

3,18* Κ* αίοώει^τϊ ^τΐ: 

Αίύ ,ι^τίί Λ· ον μι ϊ^ίνεΐί ότ- το αρχικά ολοκλήρωνα ΰυγκλίν«ΐ 
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3,19, Ηα εξετάσετε ως τρρς τη ούγκλιαη το ολοκλήρωμα: 

Γ**_3ΐητ_ 

], Ι^ΒΪ 
άΐ* 

§ 3 5. ΣΧΕΣΗ ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ Α ΕΙΔΟΥΣ ΚΑΙ 
ΣΕΙΡΑΣ 

Η έννοια ίου γενικευμένσυ ολοκληρώματος α' είδους βρί¬ 

σκεται σε στενή σχέση με την έννοια της σειράς. Για τον λώ- 

νο αυτό και τα κριτήρια συγκλίσεως που είδαμε σε ποοηγαύμε- 

νες παραγράφους μοιάζουν με εκείνα που είχαμε δει στην σύγ¬ 

κλιση των σειρών. Η σχέση γενικευμένσυ ολοκληρώματος και 

σειράς φαίνεται αιτώ το επόμενο -πολύ ισχυρά^ κριτήριο: 

θεώρημα 3,10 (Ολοκληρωτικό κριτήριο του ίβμςΚγ)* ' Εστω 

Γ μια θετική, ψθίνσυσσ και συνεχής συνάρτηση ορισμένη στο 

διάστημα Π.+ «). Τάτε π σειρά Σί(ν) και το γενικευμένο ο- 
«·ι 

λοκλήρφμα ^ Πχ)άχ συγκλίνουν ή απειμίζονται θετικά συγ¬ 

χρόνως, Επίσης σε κάθε περίπτωση η ακολουθία 

α * Σ Π*)- ί Η*)άχ 
ν Κ«4 Ι- 

συγκλίνει σε ένα όριο μεταξύ 0 και £ £ 1)- 

Απόδειξη 

Αραύ η έ είναι συνεχής, βειμκή «μ *θένουσο δα έχουμει 

Η**1) * Ηχϊ * ίίΚΪ, 1 ^ 1ί « χ ^ Ιε+Ι 

Ολοκληρώνοντας τις ανισότητες αυτές οιά ^ υόχρι +1 ταιρνρυμε: 

ίΕΚ+1) £ ^ ϊίχϊάχ € ΓίΗ> 

θέτοντας Ι(=1ι2λ,,,ιν και ιροσδέτουτος έχουμε: 
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Λϊ>+«3)+···+«**1) « 1 «*»* « Η1)+Η*Η"*ί«ν> 

(·" 
ο -ϊ(1)« ίΐίΐϊΡκ^ο 
ν+1 Λ ν 

(1> 

ήιου ο = Ε ίΟΟ"ίί 1>+ί( 2)*-* * *Η ν) 

ν '"1 Γ 
’Εαιιω ν -+ + «, Αν το γενικευμένο ολοκλήρωμα ^ ίίχ)^κ πνγκλίνει 

αΐ4 την (1) έχουμε ύτι η ακολουθία των μερικών αδροιομάτων %+ι** * ™ 

(ί«μ «ρ-γμίνη. α,ού β^-ίΐΐ) « | »<*>“*< + “ ■ «« «“<· " 0“·- 

ρά νί(ν) συγκλίνει. Αν είναι ί ίίχ)ύχ=+« «ύ την ανισότητα 
*■ -1 Α Μ 

ΤΠΪ (1) ίχ-υνε ό™ π ν»Ε* ^ “«■>- *«*»*">· Μτχ ίμ·« Σί(ΐ,) = 

♦ - Γ 
Αντίστροφα, αν α σειρά συγϊλίνει τότε και το 1 Τίκ^κ ονγκλι- 

νέι ατό το θεώρημα 3,α. Έτσι ΤΟ ιρώτο μέρος του Τρήματος αία δεί χτη- 

Για να αποδείξουμε το δεύτερο, χαρατηρβύμε άΐί αηό την Π) είναιΐ 

0 < ί ί ν) < ^ ί(1> 

Εΐί ιλίαν 

α -α =έΙν+Π- ί ΐίχϊάϊί ^ 0 
VI ν Λ 

Κχ) » ί<ν+ΙΪ γ« χ « χ « *+1· 'Ε™>· " °ν ιίν“ ίΙ"·",'· 

«Μ® β,οΧβιΛί® ·αμ άρα *« ομττχλίνμμ αχ «ρμίμί 1 0 «1«ΓΠ). ■ 

Παρατήρηση 3*Π* 

Α%0 την αιδδειξη του ιρώτου μίρονί του *αρα*ίίνω θεωρήματος, ιρυκυ- 

χτ ει ειίαης ότι νταν ιερίετωση της οι3γιιλιοηΐ ισχύει ί 

ΓΠ*Ϊ£ίκ< Σ «ν>€ίί1)+| 
*·ι * 

ίίχ)άχ 



Ζ5Ζ 

Παράδειγμα 3.20. 

Εεειδή ακά την εφαρμογή 1 της ί3.2 είναι 

+ ί- , ρ « 1 

»α ίχουμε ιμίοι^ς ίΐι η αρμονική σειρά ρ»τάξης θα συγκλίνει αν ρ > 1 

*αι 8α ακκιρίζεται θετικά αν ρ £ 1, Εκίσης ατά την Παρατήρηση 3.11 8α 

ισχύει; 

< 1+ 
1 

Ρ”1 

Η ανισότητα αυτά είναι χρήσιμη για να ιροαεγγίοουμε το άθροισα μιας 

οειράς όταν δεν μκαρσύμε να τα νκολογίσαυμε. Για ϋαράδπγμη εχναι 

με < 1 < 

Παράδειγμα 3,21. 

^ Τ' V 
Είναι 2* ~^Τ"Γ ~+ °* - Πραγματικά1 θεωρούμε την συνάρτηση ί(χϊ= 

£ 
, X > 1- Αυτά είναι. θετική και. συνεχής, Ετπδή ί'ίχ)= -^-77777^°* 

V χ > 1 η ΐ είναι και φθίνουοσ. Ακό το Θεώρημα 3.10 η δοσμένη σειρά 

θα έχει την ίδια συμκεριφορά με το γενιχτυμίνο ολοκλήρωμα. 

Εκειδά 

{* Φϊ Τ^Γ ^.Ι- "ί 106 " 

θα είναι και ^ -—Τ+Τ =+ « . 

Παρατήρηση 3.12. 

Όυβΐ είκαρε ατπν αρχή της καραγράφου υκάρχει μια αναλογία μετα¬ 

ξύ του γενικευμίνόυ ολοκληρώματος α' είδους και της σειράς. ? ι ά ρ- 

ί 
χ 

Οχ. 
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χ ε ι ό μ ω ς μια σ λ ά 

μ ά; Α ν μια σειρά Σ 

□ η μ α ν τ ι κ ή & ι α φ α - 

ο υ γ η λ ί ν ε ι· τότε α¬ 
ν»! 

υηγκαστιχά 11μ =0. Αν όμως ίνα γφνικευ- 

0" νΰ ολοκλήρωμα ( ϊ(χ)φι συγκλίνει, τ 6 - 

) ΙίιηΰοαίχΜ 

Τ * δεν συνικάγεται *_ν αγκαοτιχά άτι 

1ίπιί(χ)=0. Έτσι στο Παράδειγμα 3,16 ^ εοβ{χ2 )άχ < + ^ > αλλά ϊο 

δεν υιάρχει. 

Παρατήρησα 3.13, 

Κ νιάθεση άτι ί(χϊ > 0 στο Θεώρημα 3.10 είναι ουσιώδης. Αν η ί 

αλλάζει έκειρες: φορές κρόαημο στο Ιΐ,*·0 τότε η σύγκλιση του γενικεν- 

μίναν ολοκληρώματος | ίίχ)άχ συνε*άγεται την σύγκλιση τη* σειράς 

- ί**** νβ με α = Ε(χ)ύχρ άκου κ ,νίΚ αύξανα® ακολουθία με χ ->^>ι 
Π* ν * -4, υ 

ενώ γενικά το αντίστροφο δεν ισχύει» Για *αράδείγμα είναι, 

„ -ΜΉμ . 
£ ί 8ΐΠΛΐ1ίί= £ 0*0 

> I ·>ο σ»* *■* 

. I·-*· ί 
ΓΪοχίΐχ δεν συγκλίνει (Παράδειγμα 3.*0* 

I 
Παρατήρηση 3*14, 

Το ολοκληρωτικά κριτήριο του ΟαυαΗγ είναι ιολύ ισχυρά κριτήριο 

για την σύγκλιση μια σειράς και εφαρμόζεται συνήθως ΐταν το κριτήριο 

κηλίκων τον Ιϊ'ΑΐβτιίιοΓΙ ή το κριτήριο ν-οστής ρίζας του 03υοίιγ 

δεν δίνουν αίαντηση. *0μω£ η συνθήκη άτι η ί είναι δετικά και ρδί- 

νονσα κεριορίζσυν κατά κολύ τις ιεριιτώσεις κου μεορτί αυτό να εφαρ¬ 

μοστεί, δκοδεικνύεται άτι ισχύει η εκάμενη κισ γενικά σχέση η οκοία 

καλάκτει μια ιιο ευρεία κλάση συναρτήσεων. Ισχύει ο εκάμενος τ ύ κ ο ς 

των κ β ε - I * ιι γ I η * Ε ιι 1 « γ: 

Σ «*>=(' «*>*.♦ { (χ-[«]-~)ί'(*Μ«^[ϊ(ι)««ν>1- 
■ Ί * 



Α*4 Τΰν ίαρακάνω τιίιο κροκύττει. εύκολα 4τμ π ΡΕίρά £ ί(χ) συγκλι'υτι ,αιν 
. . **< 

τα γενικευμένα ολοκληρώματα 

μ«άρχουν» 

ί ίίχΜχ μβμ. ί ΐί 'ί χ) |4χ 

Παράδειγμα 2.22. 

Είναι. ^ < + ”* Πράγματά «4 ■ έοτω £(χ) = > 

-4- Υ»ρο8 γη-*ίη ]/χ 
ί'ίχ)= <-% { -§■ 1χ-ί 

Εΐιοης 

4«=ί | + (ΠαΓ^Γίγμα 3.0) 

Άρα αι<!ί την «αρατανυ Γβχκπ ήρηση π δαομένη στίριί ρυγκλίνεν., 

Παρατήρηση 3*15* 

Με την &οτΐ6ΐ1.α, τι*ιν ΰτερών έχουμε και το καρακάτω, ιαλτ3 χριίβιμα 

χρίΐήρι,ο γι,α να ασγχΑίνεε ένα γτννχιυμενο ολοηλ^ρ^μα α’ είδους υττί 

σ νβηχη, Το αναφέρουμε χωρώς αιπίΰει,ξ,η. 

*Ε ο τ ιιΐ ίί [*» + “») -* Ε μ ι* ο <^λ V Ο\>σθ χ α «. μη 

6 ί ν ι κ ιί οοναρτ η ^ η, Τ ί ι ( το οΧοκΑι^ρ^μα 

£ ίίχ)$ιηχ(4ί ου τ > Η ν ί ί ίι»4 ί υ ν Μ μ αν τ» 

ο € (. ρ 4 £ !(!««), κιχ » α ατεερί^εται & ε τ ε μ 4» 
>*· λ·* β 

Για «αριίίιείγμα το I 5 Λ*- 4χ συγκλίνει υ%6 βννΜχη βφοιί — V ~ 
Λ χ * ίΤί * 

=+ <*> 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ_ 

Να Βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί α και 0 ώοτε η συν¬ 

άρτηση 

£(χ>- | (£,+αί*β)β"'<1£ 

καί η τ,αράγωγός τικ. « ««βινίϊοντβι νι« *-'· £>-«“■ " 

ρά Σ ίί ν} ου γκλ ί νουοα ί 
μΙ 

Λύση 

Είν&ε: 

ί(*>=α. (*(**«Μ·χ“,»ϊί· 1- ί ί*1*»**^) 
1—»** 1 » 

,11η I -(ι^οι+β)·*1 ]_ ♦ £ < ««)*'*« ] 

I ****«!_ ^ι·.»—*«ν*. | (ϊι+οΜϊ'1 I 

=β”*Ιχ3+(β+3ϊ*·Ηΐ+@+2Ϊ 

Ειέσπε 

ί·(χ)=-β'Χ(χ2«*+8> 

ΕμυΜ «1)*0 ««.' ί·<1)=0 * **®“|** 

1«ι+ϊ+ΐΐ+β=ϊ 

1+α+β=0 

αχ' 4*ον βρεοχουμ* α=“^ "“ε 6=ϊ* 

^τσν ί<*>=*'*ί*Ί>14*«*- Αυτή είναι φϋίναοο* γιο *> 

Τίκΐί* Ετοι το θεώρημα 3.10 η σειεχί Σίίν)'Σ* 

α,οώ | β"ΜΙχ-1)3ΐ1χ< + «* 

3 χαε %£“ 

ρυγχλίνείι 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

3,20* Να αιο6^ετε η α*«»λ*υ«ύ* νΐ+^+...+Λ €Μ 

κΑ»Τ«ι,. (Τα ίριο της ακαΛαυΗ'αϊ αυΤΡ^ 0νρ&αλ^ΐταχ_ με γ 

ΥίΤΛι Ο Τ 4 ΐ Ε β Κ _ Λ .. — * 
ρη 70 ν Ε ϋ Ιϊ γ και 

γ=0,57721566^9,..) 

αυγ- 

\έ- 

«ΐΓνα,ι 

3.Ϊ1. Η„ .{(Τΐσο, ** »« τι ,« „„ΐ(: 

.1 
63 £ 

η) 

Ατΐβν 
6) Ε 

Τί 1+νϊ 

6) Γ -_ 
"1 ν(1θ£ν)Ρ 

ε> £ Βΐη( Ιρ^νί 

« Σ 
Ιΰβυ 

* * ! 

ατ) Σ « ΜΕ ο * I χ-'^ΐ+χΜ* 

Ο £ α με 
“ ν 

■••ί 

νί 

.1^3, 

* „2/3 

' 1+χ1 9* 

§ 3.6. ΓΕΝ1ΚΕΥΜΕΝΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ Β' ΕΙΔΟΥΣ 

θ& ασχοληθούμε τώρα με νενικευμένα ολοκληρώματα μη <«**. 

ν“ίνων «,νορτήοίΒν, βηλ. σσναοτήσϊων η0„ 0ρ£ζβνται. σε 6εώ- 

’1,,μβ τ,κ μ0Μ^ <0·ΒΙ Ί Ικ.βΐ ή Iο,Β). τότε σ0ΙζοϋΜΕ: 

ΟοιοιιΑς: 3.7. ·β™ Λ(β.Β1 -Β »μ Μμλ Μτί0<ύσίαη ^ 
.ώρΐηση* Τέτβ ορΊζοϋ^εΐ 

£ ΠχΜχ*11® ί £(*)4* (Π 

Οσσεσ σν £;ία.ρ) -. κ Είν0ί ^ ΙΟ„κΛ _ 

ΠΡΠ» τότε ορίζουμε; 

^ ΠχΜχ·1ϊα& £ ί(χ)(1χ ίϊ) 
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Αν τα όρια 11) και 12) υπάρχουν τότε λέμε ότι τα νενικευμέ¬ 

να ολοκληρώματα υπάρχουν ή συγκλίνουν. Αν τα άρια δεν υπάρ¬ 

χουν τότε λέμε άτι τα γενικευμένα ολοκληρώματα αποκλίνουν. 

Αν κάποιο από τα άρια είναι + ™ (αντίστοιχα - ») τότε λέμε 

ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα απειρίζεται θετικά (αντίατοι- 

χα αρνητικά). 

Τέλος αν ΐίΐα,β} ■+ ΙΗ είναι μια τοπικά ολοκληρώσιμη 

συνάρτηση, τότε ορίζουμε: 

| ί(χ1άχ-| Πχϊάχ+£ £ΐχ}άχ( α <γ <Ρ (3) 

Παράδειγμα 3*23. 

4x4 το Παράδειγμα 3,1 έχουμε άτι η συνάρτηση Ιίίβ,ΐ] - Λ με 

Ηχ>“ 

χί (ο*η 

1, χ“0 

«ιιναι τοβικά ολοκληρώσιμη οτο διάστημα [α,ΐ]* με 0<α<1, Ευυτιύί 

ί ί(χ)άχ=ί —— =11* ί -~*1ί·2(1-νλ)*ϊ 
Α Α νϊΓ *-·*Α ν7 *-■" 

Παράδειγμα 3.24. 

Η ουνάρτηση ίίχ)^ 
11-χΓ 

είναι τοίικό ολοιληρώαμμη ατο [0Ρ1),Ά- 

£ί3 

ί =11* ί -^"Γ=ι1” Α Π-κ>Ρ ι“' Α (1-*)Ρ ^ 

(1-λ> -Ρ+1_· 
·, Ρ*1 ρ-1 

-Ιοβίΐ-Α}* ρ = 1 

1-ρ * 
ρ < 1 

+ —ρ ρ > 1 



Παράδειγμα 3,25. 

Γρ ολοκλήρωμα 

Τίτε 
ί 

άχ 
ΧΐθΕ* 

είναι γενικευμίνο καί στο ύ καί στο 1. 

άχ 
χ1ο£χ {*·£*· ί Α «κ· («? { 

=1£®1οβ| Ιορί +11®1οβ| 1θ£χί^- «· 
ι-ί' 1 ι^ι- V 

Παρατήρηση 3,16, 

0 Οριαμάς 3,7 εφαρμόζεται ανάλογα και ο την »Ερίιτωσπ ίου η ί δεν 

είναι φραγμένη σε χάκοιο εσωτερικά ΰημείο ταυ τεθίου οριαμού ΤΠΙ* Για 

ί"' άχ 
τα ρά δείγμα το ολοκλήρωμα I -— είναι γινιη ευμένα στο 0 £ [-1, 11- Τότε 

«Μ * 

ί -τ-ί-τ·+ί -τ- Χί χ * ι χ Λ κ 

. . 
Αφού I -=11* I -—=1ί*(-1οβ|ε>=+* το ταραιανυ ολοκλήρωμα ίεν οιιγ- 

}9 * *—ο* Λ κ ·—* 

κλίνει. 

Παρατηρούνε όμωϊ, ότι 

11» { ί♦ Γ — 
-·· 11, * λ * 

= 0 

Έτσι, λοιπόν γενικά ον η £ 5εν είναι φραγμένη στο ν ε 

[α,β] και το γενικευμένο ολοκλήρωμα ί £(χ)είχ 6εν υπάρχει, 

ενώ το 

£ίχ)άχ | 

υπάρχει, τότε αυτό το όριο το λέμε “πρωτεύουσα τιμή κατά 

Οθιιεήγ" και το συμβολίζουμε 

1 ίιη 
1-ί* 

I Γίϊ^κ* ί 
λ *Ί· 
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Παρατήρηση 3,17, 

Ας ΐΝ-ωρόσαυμε το γενικ£υμένο ολοκλήρωμα 

Αυτό συγκλίνει. αφού 

ί =11* 4 
*-<- Λ 

=11ελ[ ΑΓ3ίηλ-ΑΓβΙπΟ )= ”— 
ι— τ- * 

Αν κάνουμε αλλαγή μεταβλητής* θέτοντας χ=$ΐτιΙ τότε αυτά 

σχηματίζεται στο 

['. 
-»Μ 

άχ _ Γ “»ι ... Γ 
Λ V ι->ί^ Ί 1 /ΐ-6ΐη2ΐ ^ 

φ 
άΐ 

με τά¬ 

κου είναι ορισμένο ολοκλήρωνα και έχει τιμή — * 

I 
ΕΖείσης αν κάνουμε μια άλλη αντικατάσταση* θέτοντας χ=1-” αντί 

μετασχηματίζεται στο 

Γ' άχ _ Γ άΐ 

Α * τί2χ-ιϊι/7 

■ □ν είναι γενικ£υμένο ολοκλήρωμα α1 είδους. και μκορούμε εύκολα με τα 

κριτήρια συγκλίστως της 5 3,3 να αιοδείζουμε άτι αυτί συγκλίνει* 

Κκορει Εΐίοης και ένα ορισμένο ολοκλήρωμα με μια αντικατάσταση να 
X 

μετοτραιτί οι γενικευμένο, ίιως για ΐοράθεΐγμα η αντικατάσταση ΐ=ΐΕ — 

στο ορισμένο Ολοκλήρωμα 

είδους 

ά* 
1-Ό*3Χ 

το μετατρένσι στο γευίκευμένο 

Γενικά, με μια κατάλληλη αντικατάσταση ένα γενικευμέ- 

νο ολοκλήρωμα β* είδους μετατρέπεται σε γενικευμένο ολοκλή¬ 

ρωμα α* είδους και αντίστροφα. Οι αντικαταστάσεις και οι Με¬ 

τατροπές φαίνονται στους πίνακες που ακολουθούν; 

|> 



ΠΙΝΑΚΑΣ 1 Ιβ* είδους - α' είδους) 

Γενικευμίνο 
ολοκλήρωμα 
3' είδους 

Αντικατάσταση 
Γενικευμένο 
ολοκλήρωμα 
α' είδους 

| ϊ{χ}άχ. 

χ“α+ ΤΓ £{α* τ) 4/μ-«ι ΐ1 ' ΐ· / 
άΐ 

α <χ € 0 1 
χ-α-Τ 

.-ΐΐυμ*ι 

{. -Μ-+) άί 

ί £(*)<1χ 
Λ 

~·-+ £..,ττ £(*-τ) ιΐΐ 

α <χ <3 
*·Β*-Ι 

^-ΙΜΡ'-Ϊ 

ί. +<(··+) άι 

ΠΙΝΑΚΑΣ Π (ο' είδους -* β' είδους) 

Γενικευμΐνο 
ολοκλήρωμα 
α* είδους 

Αντ ι κατάσταση 
Γενικευμΐνο 
ολοκλήρωμα 
β' είδους 

Π(*)άχ 

ε-β 

β-ι 

ΤΓ&Τ ί- ί 
Ι*-*/ 

1 £ I ί· 1 Υ 
Τ0*ϊΤ 3 1 I [ 0-ϊ/ 

1 ί 1 ϊ 
10*ΐ) * Γ 1 Ιβ-ΐ) 

I 
ί *■ 0 1 τί (Λ > 

£ £(χ)4χ 

Ρ-ε 

ϊ-β 

*Μϋι»Ί 
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Παράδειγμα 3.26. 
-I 

Το ολοκλήρωμα £ 1οβ ** εί”|' ^νι"ΙΙ,μίν0 β ιί6οα( οΐσ Α’ 

Αΐ^ ιβν (ένα** I έχουμε ίτι. με τινυ ΰντεικϊϊΕίοταοη μετοτρίειται 

ίΐΐ. Το ολΰκ Αιίο^μα αυτύ ουγχλένευ, ν- στο γενικευμένο οΓ Εΐόου* 

$ου 
1 ^ 

Γ^ίΐΪ!’.[·Τί10*Εη)Ι=1 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

Να αποδείξετε όχι υπάρχει η 

άΐ 
ΟΡ V | ΙοβΙ 

χ > 1 

Απόδειξη 

Αρκεί υα αιοβίίξουμ* «ίτι Π αυνάρτποπ 

ί(6ϊ 
,υ - 

= ί -^*ί 
λ, 108:1 }· 

μί 
/*— * Ο < 6 <~7Γ 
1θ£Χ 1 2 

τ£χϊ1ι Αρί.0 άιον Λ -+ 0+, θέτοντας Τ=1-υ στο ΐμώτο ολοκλήρωμα του άεύ'" 

τερου μίλουϊ *αι Τ=1+υ ατο δεύτερο έχουμε: 

-φ , ρη . 
ί Ου Γ άυ 
^ Ιοε(1*ιι) + _)4 ΤοεΤΤΤϊΓΤ 

•ί 
_}°ι<ί-“1)—-ία 
1θβ( 1-υϊ1ύ{τ( 1+υ) 

Εκι-Μ ,4;·,^γ°-1)Ϊ^(ι^) η (|ίε ε*«110^ ,βνίν0,0'' ι'^' 

Γ.ρ ί Τβ.1) θα είναν 

Ιοϊί^ίΐοβ'ί»^ *11 ¥“ * “* 

Ιονί* 
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-I/» 3 4 Λΐ 

ί<6>=| ΐοΒ(ΐ!ΐηοΒ(1Τί,) *>« [ *“τ- 

καί ίτΐϊΐ το όριο της Ρΐ·6ϊ όταν 6 -* 0+ υ «άρχει.. 

Σημείωση 

Η συνάρτηση Ιϊκ- I 
άΐ 

Ιο&τ , 0<χ *1 λίγεται "σ υνάρτηοπ 

1 ο Τ Οι ί ι ΐ μ ί κ ί ολο*λ»1ρυυΛΜ και. ι&ρουουάί ετιϊι 

Είτην θΕυρύα Αριθμών, άτιου αιιαβ<;ι.!ΐιΐιΐιεται άτε εύυαι, ι^α «ολιί Ηΐϊλή τρσσίγ- 

γι,ση του β,λγ|ο ο ο ς ίων ερώτων αριθμών του ΕίΜί £κ. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ -- 

3.22. Μα ατοδείζετι άτυ το γενυκεομένο οΑςκΑήρωμη Ε Ί ι&&υς ^ ^1ί>£ιίχ 

με την οντν*αισστάση ΐ=1ο§-^- μττατρέιεται οε γενικευμίνο ι' εί¬ 

δους* Να εξετάσετε εκήσης, αν το ολοκλήρωμα αυτό σογχ-Αενεε * 

3.23* Να εξετάοετε ως ιρος τη Βύγ·λιση τα ολοκληρώματα; 

\>ί^ 
ύχ 

Μ 1 /* Γ~ Λ νΐι-χ1| 

*ι νχ 

3.24. Να αίοδείξετε άτυ: 

ϊ’ *,ν 
ί -» 

Λ νϊ^7 
άΧτ< 

ν-1 υ~3 1 τ 

ν-1 ν-3 ; , ——- « ——“ * * * “ . ν ιεριχτός 
V ν-2 3 ’ 

3.25. ϋα αιο^εεζετε άτι η τρωτεύουϋά τΐμ4 υιάρχει για το ολοκλήρωμα 

ί, 1*Γ 

άχ καί. ερούταε με Ο, ενώ δεν υιάρχει για το ολοκλήρωμα 

άκ* 
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3*26- "Εστω Ι^= ^ χ&ί ίοΐ*)νά*,ν€ Μ , «>“*· ΝίΙ *»β**ί€*τ* ύτι,ι 

1 ={“1) 
μ ν! 

ία+1> 
ν+] 

^ 3,7. ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΣΥΓΚΛΙΣΕΠΣ ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΚϊΩΝ ΟΛΟΚΛΗΡΟΜΑΤΟΝ 
Β' ΕΙΔΟΥΣ__ 

Όπως είδαμε στην προηγούμενη παράγραφο ένα γενικευμένο 

ολοκλήρωμα 0* είδους μετατρέπεται με μια κατάλληλη αντικα¬ 

τάσταση σε γενικευμένο ολοκλήρωμα α είδους. Ετσι π γνώση 

των κριτηρίων συγκλίσεως γενικευμένων ολοκληρωμάτων α' έΐ- 

6ους» καλύπτει και τα γενικευμένα ολοκληρώματα Ρ’ είδους .Εν 

τούταις θα αναφέρουμε τα κριτήρια αυτά μάνα για την περί¬ 

πτωση που έχουμε γενικευμένο ολοκλήρωμα της μορφής £ {{χ)άχ* 

χ Εία.Ρ). Ανάλογα κριτήρια διατυπώνονται και για τις άλλες 

περιπτώσεις. Οι αποδείξεις τους είναι ανάλογες με αυτές των 

κριτηρίων α' είδους και παραλείπονται* θα δώσουμε μάνο την 

απόδειξη του κριτηρίου συγκρίσεως 

θεώρημα 3*12 (Κριτήριο του £*ιιεΗχ) - ' Εστω £: (α,β)-Κ 

μια τοπικά ολοκληρώσιμη συνάρτηση, Τάτε το γενικευμένο ολο¬ 

κλήρωμα ί Πχϊάχ συγκλίνει, αν και μδνο αν, για κάθε τ >0. 
Λ 

υπάρχει 6 >0, τέτοιο ώστε για κάθε *ι**3 εία,ΕΠ με Ιχέ-«|<θ, 

| χ —ο| < δ να έχουμε: |£ £ΙχΜχ|<ε, 

θεώρημα 3.13.Έστω £;1α,0ΐ - Π* Ρΐα μη αρνητικής και 

τοπικά ολοκληρώσιμη οονάρτηοη. Τώ« « ολοκλήρωμα } Ι>*1'1* 

οογκλίνει. αν π οονΛρτηοπ Ρ«*Ι*{ ί*ϊ)«1ί Η ναι φραγμένη στο 

(α,Ο) και απΕίρίςεται αν η Τ 6τν ιίναι φραγμένη. 
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θεώρημα 3.14 (Κριτήριο συνκρίαεος}. Εστω £*Β:ία*0Ι ■* Ικ 

5υο τοπικά ολοκληρώσιμες συναρτήσεις, τέτοιες ώστε: 

0 *ϊ £(χ) *£ £ΐχ), ο < χ Έ Ρ 

Τότε: 

η 

ϋϊ 

Απόδειξη 

^ @ίχί<1χ <+ ** -» | ίΐχ 1 ΰχ <+ ^ 

^ £ I X ϊ τΐχ— + « * ^ κ ί χ ] <3 χ — * ® 

Α»(ί τον κίνοκα I της § 3*6 η ίιντικίΐτ^οτοίΓη κ=α4-ρ μας οδηγεί στο 
ολοκλάΡΕύνα: 

ί ""“"ΙνΦ 1^*τ)Λι 

Αφού ιϊΐί ττ»ν υΐίόεοη 

0 * *(α+τ) ^ 8(α+^Τ") * α <«+-Τ“ « 6 

θ» έχουμε; 

0ί;-ΐϊ ίί*+τ)*-ϊτ *(**τ}·Τ7 *ι <+” 

Ετουίνως ατί το θέώρηυα 3*& ιραΗίττίΐυ. άμμέοϋ τα ουμτέροομα. * 

θεώρημα 3*15 (Οριακά κριτήριο σαγκρί.σευς) *'Εστω ΐ<%\ 

(α»ίί] -* ΙΕ δυο τοπικά ολοκληρώσιμες συναρτήσεις με £(χ] > ο 

και £(χ) >0, νχ £ ί α*0 ) * Αν Iΐεη ί|Ι{ *1. τότε: 

1) Αν 0 < I < ♦ » τότε ^ £ I χ} ύχ < + « ** £ κ I χ) άχ « + * 

ϋ) Αν 1*0 και £ £ίχΐ<|χ < * *» * £ Πχ)<Ιχ < + » 
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ϊϋϊ Αν 1~* » και | £ΐχ><1χ*+» * ί Γ« χ)άΧ·* » 

Πόρισμα:“Εστω £:(α,0] ** 3Ε μια τοπικά ολοκληρώσιμη συ¬ 

νάρτηση* Τότε: 

ο) Αν 1ΪΒ<χ-α)ρ-£(*)-». 0 <ρ < 1 — Γ £(*)άχ« + - 
|γ*ι* ^ 

Αν 1ίΐ(χ-β]ρ·11χ)*έί 0<£<+»Τρ>1**Γ £(χΜχ·+ 

Παράδειγμα 3*27* 

Λ/ι 
< +« ί 4» Είναι I -- 

Λ ί1-χ1# 

·*«"·« ™ 

ι 
-ςηττ έχουμε: 

11α -9^4-=ϋπι-1 ι/3~ = “Τ·»5 *-■' β(Κ> £ι+χ4*ΐ)1/3 3^ 

Εϊΐιόή £ |(κ}άΐί<+*, αιί το Πορίδειγμα 3,24* πιδ το θεώρημα 3*15(διί 

τυίωμέυΰ οτηυ *ίρίιτ«ση του διβστίΐμβτοι [α*Ρ ))έχουμε το συμτέρασμα* 

μι: 

Παράδειγμα 3*28* 

Λ5 ϋίωρύσουμι τώρα το ολοχλάρατια £ «Ιη^όχ* θέτοντας *=~ *** 

Το βλοκλΛίωι» [ -Μτ^-ττ οιιτοιίϊοο οτίλοτο, οτού |ί -^Τ1· ίτ I * 
'ι 1 

***** Γ Ρΐ 
I “ < ί» και, (|ρα Και αιλ4 α*ά το ΐτΐίρ^υο 3 + 7* Εθνικών '|ίϊι· 

ί ■1η—ώί < + ** χ 



Παίκιτήρΐϊαη 3,18, 

Γϋβ Λ *ί«ώβ»11* «V ένα γενιιβυμένα ολοκλήρωμα β ' είδους ονγ- 

1,11 νε(- 3||ί*ϋΐ“ ί ντά συνθήκη, το μετασχηματίζουμε οε γενιχευμένα ολο- 

κλήρωμα α' είδους και εφαρμόζουμε τα κριτήρια ίου αναφέραμε στην 5 3.4. 

Παράδειγμα 3*29, 

'Εατω ίο ολοκλήρωμα 

μετασχηματίζεται στα 
ί βΐη — 

Η 
ίχ» ρ>0* Νε την αντί, κατάστιχο η χ- 

-ΓΦ" 
Α*<ί το Παράδειγμα 3.17 το ολοκλήρωμα του δεζιά μέλους συγκλίνει αν 

?-ρ>0 ή ρ<7, "Αρα το I συγκλίνει αν 0<ρ<2, 

Α*ά το βΐώρπμα 3.9 με «χ)ία1ηχ και φχϊ*χ2** έχουμε ότι συγ¬ 

κλίνει αϊάλυτα αν 2-ρ > 1 ή 0 <ρ<ΐ καί υιό συνθήκη αν 2-ρ <1 ή 

1 < ρ <2. (Αυτό ϊροκύιτεε και ατό την Παρατήρηση 3.15 Χωρώντας τον 

β“ρ< Ι^γ) 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ____ 

I * Για ΐταιές τιμές του ρ ^Γυν^λίτνει το νενικευμίνο ολο- 

κλήρίομα Γ —_^Ξ_■ 
Κ ( & ί IIX } Ρ 

Λύση 

Αντ4 είναι γενικευμένο ολοκλήρωμα Β' είδους κοι γίνεται, ί 

Γ" - ι* «1 

γ·λ 
** , 1 ί* 

^ ί8ίΐϊχ)Ρ -> 'β ίΗΐθ*)Ρ -1 ̂  ί&1ηχ)ρ 

***** να βρούμε τις τ<·Ιΐ& τον ρ για τις οτοίες συγκλίνει το τρώτο ο 
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λοκλήρωμα του Λεύτερου μέλους * αφού το δεύτερο ολοκλήρωμα με την ανϊι- 

κατάσταση κ=*-Τ ανάγεται ο Το «ρώτο. 

Ετειδή Ιΐπιχ^---- =1 το ολοκλήρωμα &α συγκλίνει αν 0<ρ<1, 
*—* ίβίηχϊΡ 

ατά το Πόρισμα του θεωρήματος 3>15, 

2. Να αποδείξετε ότι: [- ^ 1ο^( ίϊπχ }(3τ-*ϊίΙο^2 

Απόδειξη 

Έχουμε: 

1= £ 1ο®(8ΐηπ)άχ= £ 1ο& | 2» 1η γ εο8 -γ | άχ 

= | 1οκ2άχ+^ Ιο^αΙη-γ ^άχ+|| 1β§(κβ“-^4* 

* I I +1 I ^ I I 

"Ομίιϊί: 1^110*2 

ί· * | 
1ο*(β1ιι -^) ιΙκ=2 1 1σ*(»ίηΐΜϊ 

- ^ Ιαβίδίηχϊίΐχ 

I* 
1 ο® (οο5 ] άχ= 2 I 1ο*ί β Ιϊιΐ \άΧ 

= £ Ιό^ίδϊηχϊάχ 

(χ=2ΐϊ 

(Μ=*-ϊΐ) 

(άσκηση 2.37α) 

Άρα: 

Ι=ι1θ«2+2Ι ή Ι*-*1β§2. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ- 

3,27* Να εζεταοίτε ως ιρος τη σύγκλιση τα ολοκληρώματα; 



■■■ '(, ν, 1 ϋ) Γ άκ 
Λ «Γ 

ΕΟΒ 
άχ 

τ,£τ8Ρ·*< 61 ]ιττέτ η 

3,28» Να &ρε3ούν οι τιμίς Τΰν ρ γιο ΐί£ οκοίες τα ιαρ«^τ« οΛοκληρώ- 

ματ λ ουγΝλίνουν: 

"’ί^ϊί 
γ> ^ χ^βίίι~-άχ 

@> Γ 
^ ί χ- τι ί1 

<Λχ 

3*£9* Μα αίοότιίετε <ίτι* τα ολοκληρώματα 

α) ί —βΐη-ΐ-άχ ιικ, Ε) ί 
^ Υη Λ 

άκ 

*Γ 

συγκλίνουν. 

3.30, Να ατοδείζετε άτι: 

»*Ρ 

X νΐΰ·@.χ 

β) ^ 1θΒ(β1θΧ)4χ±- -ϊ- 1θ£Ϊ 

&) ί χ1βφ( ΕΪπκ)<1κ=- 1ο£2 
Λ 2 

γ) ^ 1ΰβ( 28Ϊπχ )<3χ=0 

6) ^ χ1θ£(2βίηχί<1χ=£} 

ε) ί ύχ 

ν^4 

§ 3,8* ΓΕλΗΚΕΥΜΕΝΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΜΙΚΤΟΥ ΕΙΔΟΥΣ 
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Πολλά από τα γένικευμένα ολοκληρώματα που εμφανίζονται, 

στην πράξη είναι μικτού είδους, δηλ. η συνάρτηση δεν είναι 

φραγμένη και το διάστημα ολοκλήρωσης είναι απέραντο* Τέτοια 

ολοκληρώματα διασπώνιαι εύκολα σε δυο ολοκληρώματα ενός α’ 

είδους και ενός δευτέρου* Επίσης ένα ολοκλήρωμα μικτού εί¬ 

δους μπορεί να χωριστεί σε περισσότερα νενικευμένα ολοκλη¬ 

ρώματα α' ή ύ' είδους* Αυτό μπορεί να ουμβεί για παράδειγ¬ 

μα αν έχουμε 
ί 

£(χ)άχ*χ € [α,+ «Ο και η £ δεν ορίζεται σε 

πεπερασμένο σημεία του {α*+<*ϊ* 

Ας δούμε αναλυτικά μερικά παραδείγματα: 

Παράδειγμα 3*30* 

Ας βευρήοϋυμε Το ολοκλήρωμα 1 ■Γ 005 X 

ν^Γ 
ύχΨ Αυτά είναι μικτού εί- 

6ου; χοΐ γιο νά μελετήσουμε την σύγκλισή τον το Αιαοΐάμε οτα Ι1 και Ι2 

άκου: 

I-II+12” ί-τ-ί 
Ε05Χ 

>> 
άκ 

Το I, είναι 8' εί&ρυϊ χΰι το Ιι είναι α' είδους, Γιο το I] έχουμε: 

_™ΞΞ_ |β—κ £(ο,ι]. 
V* I Υχ 

γ , 
Ειεμξή οκά το Παράδειγμα 3*23 το I Κ συγκλίνει, α·ιί το θεώρημα 3*14 

Λ Υ^ 
ίχρυμε ότι Μι το Ι1 πυγκλίνει* 

Γιο ΙΟ Ι3 Μρατηοούμι άτι ον θίσουμε >χ=ω «ντά γίνεται: 

Γ ^ίί-^,2 
I γχ 

| οοβίωΜά» 

βου βυγχλίνει» α·ά το Παράδειγμα 3*16* Αφού τα Ιχ και 1} ουγιΙΐΜΟϋν,ίο 

νέ«άγεται άτι μι το I συγκλίνει, Η αύγχλιοη είναι υιά συνθήκη α*οδ 



Παβάβειγμα 3+31 

^ *ρθ|ίμε τ“^ »*-* της ·αραμίΤροω α γ*« Τμς οκο1;ες το 

<5* ερουηΛ(Γνβι.„ Είναι νΐΝευμένβ ολοκλήρωμα I 

-ί 1+χ 

, Γϋ 
Λ 1+* 

1' κ5*"1 Γ“ *«-1 

-ϊ*γΗ! Τ*·*"1»*1. 

θέτοντας ΰτο Γ* κ= — ^Χ<Η4ΐε: 

I» 

Τ<ίτε ί^ονμε ΐ^* /-—. 

-ΖΓ 

ίννειώς το ^ ουγίτλι'νϊι αν ρ»1 ην 

^-1 χΡ+α-2 
Γι*ο το Ι? εν ναι χ1*· 

16* 
1+-^ χ 

ίου ίχεν <5ριο μπόέν αν ρ-α-1<Γ, 

ρ-α-1<0 6 η λ. 1<ρ<η+ΐ ή & > ΰ 

ίον έ)(Ε[, ίρΐ.0 μη6ίν IV ρ+ΐι-3 

<0·'^ατα Γ» ™γ»*ίν«^ η ρ»1 »,. ρ«-ϊ«0, *„». για α<1. Τα 
ιβραΐάνω νυνο+ιΓίονται ατον η κόλαφο ιιΓνοχα: 

α < 0 0 < α < 1 ο £ X 

Ι| 6εν οογχλννεν ονγΜλμ'νεν ορμσμένο 

6εν ονγκΑννεν ΟΟγχλννΐν &Εν ουγκλμ'νεν 

I ΰεν οογΜλίνεν ονγ>ι Αίνε μ δεν ονγ·λν'νΕί 

£ΜΡΛ#0/ΪΤ_____ 

1. (ΓΑιιιια συνάρτηση). Να αποβείξΐτε ώτε το νενικρυμίνο 
ολοκλήρωμα 

Γίχί- χ > 0 

ουνκλίνει, Επίσης να αποδείξετε όχι: 
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α} Γ[ν)-(ν-1)ΐ» ν ΕΙΝ 

Ρ) γ(-τ)- ντ 

Απόδειξη 

Αν χ > 1 τ6τϊ το Γ(χ) είναι γενικτυμένο ολοκλήρωμα β' είδους 

κον «υγιλ^Εΐ, γιατί οιΐμφωνα με το Φιώρημα 3*6 έχουμε: 

.Χ+1 
**-*«“* χ" 

1ΪΙΒ --- =Ιίπ Βθ 
■ί**· λ £-*■ 

I “1 
ίΐΐ -ρ- <+ « 

Αν χ < 1 τέτε ΤΟ Γ{ χ) είναι μικτού είδους καν γράφεται: 

Γίχ> 
Γ χ-1 - ΐ,. ί χ-1 

■1 * * Ή, 1 
-1 -Ια* ο <1ΐ 

1 
Το κρώτο ολοκλήρωμα είναι γενικευμένο β' είδους και θέτοντας ί- 

χονμί ϊ 

ί Γ1·***ί --να/“)<ΐο, 

Ε * ί. V ί) Π 

Χί·. ® »  
-χ-1 

= 1 

καν Γ· 
χ-1 

<1ω < + * για χ>0 βυνΕΐιίγΕταν δτι; 

ί '■"·■’ άχ < + ~τ 

Ευνείως το Γ(χ) αυγκλίνέι* 

Εφαρμόζονται ατό Γίχ) *αραγοντι*ή ολοχλήρωαη καν λαμβάνονΐας υ>ί- 

α 
ψη δτι 11η—— -0, έχουμε: 

«.)*(’ τ’-ν^^τ-ν* 

Γ" Γ*" 
* 1 | ♦ίχ-1ϊ | ΐ* 14Χ=(χ“1)Γ(χ^ 1Ϊ =-ί 



Αϋί την σχέση Λυ>ττΐ με δια&αχική εφαρμογή παίρνουμε; 

Γίν)=ίν-1)!Γ(ΐ> 

ε«ει,6ή ΠΠ= ^ β ήΊ=1 (β<ΜΗΐΑειγμα 3,3) αΐ<$ την ΐαρατανω σχέση έχουμε 

Γίν>=ίν-1)! βπΧ* την «}* 

Για την 0) έχσνμεί 

'(*)■ {>’.-« 

θέτουμε ΐ=ωί* Τότε Είναι*: 

αιιί την εφαρμογή μ της 13.3, 

2, Να αποδείξετε ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα 

Βίχ,γϊ-^ **~1{1~1}7~ιάί. 

συγκλίνει» αν 0 <χ,, γ <ι+ (Βήτα συνάρτηση) 

Απόδειξη 

'£χουμε: 

1 ^ 1ί1_ΐ>7 ^ίΓ| ^ίΙ-τϊ^^+Ι 0<ε<ΐ 

ΕιειΜ 

11η11_χ* Γί ϊ ):ΐϊιι( Χ-ΐ )ν“ *=1 
Ι^»|> I —■ ο 

και 

ιΐιη( ι-τϊ^^ίΐ ϊ ϊϊϋτπΐ^^ι 
μι- 1—1- 

°ϊί ΤΟ Πόρισμα τον θεωρήματος 3,15 έχουμε ίίτι το ολοκλήρωμα ^ ΐΧ-1(1- 

Ι)γ συγκλίνει αν 0<1-κ<1 και το ολοκλήρωμα ^ τΧ_1( Ι-ϊ^"1^ ου- 
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γκλίνει αν 0 <1-γ <1. Άρα το Βίχ,γ) συγκλίνει αν 0 <* < 1 και 0<γ<1. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ, 

3.31* Κα α*ο4εί£ετε ότι 

ά* 
αϊ | 

ΥΊ^Ι β> 1’τιτ^π·*1·0 

3,32, Κα εξετάσετε ως ιρθΐ ΤΟ σίγκλιοη τα ολοκληρώματα: 

-* ,χ2 

*) | 

«Γ-3· 

<£>: 

χ }Πλ^Γ 
β) 

όϊ 

| {* *-ΐ) 4* 

ί 
άκ 

ν^( ι^χ) 

3,33. Υιβοχει ρ ώοτε το γενικευμίνο ολοκλήρωμα χράχ να ουγκλίνεί; 
Λ 

3*34* Κα α*ύί>£ όζετε ότι το γενικίομένα ολοκλήρωμα 

ί 
α-1 
*_1ΕΒ£- θχ συγκλίνει αν 0<α<1 

1+χ 

,♦* 1 ςοίίΛΧ 
3,35* Κα αΐοόειΓξετε ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα ^ -~—-<1χ 

κλίνει ον 1<ρ<3. Ενγχλίνει αιόλυτα για αυτές τις τιμές τον ρΐ 

3.36. Να ιΐιοίΓίζπε ότι: 

α) Γ(χϊ“ ί (ΐ°%^)Λ 

8) Γίχ^ί ί χ2χ"1α_?ί ή* 

γ) Γ χν 1ο ^ιΐχ^α νΓίνϊ 
% 



1 ιΨ* 

Γ(ν*τ) 
γΐπ ν+Γ, 

ϋτ}^3—(2ν-ΐί 
?·4'**(2νϊ 

3.9 ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 3 

Σωστό ή λάθος. 

) Αν ρ> 0 ΤιίτΕ Γ ^*· I 

ι ^ 

) Αν ρ>0 τότε ( 
λ *ρ 

) Αν ί ουνί^ί στο Κ+-) κρ,, ίίπ ί(κ)=0, τίτΕ Γ ί(Κϊάκ<^ 

Λ 

) Αν Γ αμνεχής οτο £ΰ,+ «) και Ιϊιη ίίχϊ^ϋ, τίτε Γ ίΤχ)ΐΐχ= 

■'ί 

> {*-[·*■];« 

1 />■ [-*]>■ 

1 ίτ^[+ 

Αν £ ΠμΜμϊί-'» 

^ Η χ )*( ϋΜχ < + ™. 

ί(π) 

και, φ:[α,+ ») -* ϋ Ε(!\νί φρατυενη τΐίτε 

Π 5 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

3*37ν (ία αιοΐ(ί££τ( ότι: I ο ν*4**ν1 

ί*'“ ; 
ί -Μ V 

1· χ 
3,38. Ηα αίοΜ^ιη 6η. I *“* χν4*<+·· ν > 0. Μα αιοδειΛετε ε- 

τ 
"Κ* V 1 

ιώοτις 0ΤΙ αν ν“2·ι+1, π> € 3Ν ΐίΐΐί I * 14 γΒ' Γ 
3.39* Να ορίσετε τις οΐαθερές Α *αι & ίται* ώστ* Ί αννάρτηοιι Κ*>- 

χί χ3+1>1/3-Αχί-Β να είναι ολοκληρώσιμη ατο (0τ^ί. 

3.40, Αν β>0* να αιοΑειξεττ ίτι: ί * 1ο£*4χ- Βί 

3/ίΙ*. Να αιο&εϊξπε 4τι το ολοκλήρωμα | ουγκλινει "«ι £ί«“· 
Ί 

£(30 μΐ το 
ί- 

311ΪΧ ίΐχ. 

3.^?. Να βρϊβΐι το ΐμβα&ίϊ της ειΐφά«ε^ ιροκύιιει α*6 ιεριοτροφτί 

της καμίΰλης γ=«'\ * > 0 γΰρω α<£$ τον &*« 

3*43. Για (οιίς τιμίς του ρ τα (αραχτώ ολοκληρώματα 

Γ 
α) I οαβ (χΡ)<1ί β) ί — 

I *< 

ύχ 

1^£Χ>Ρ 

ϊί / (1οί τ)’ 
άχ 

ουγχλίνουν; 

3,44* Να αΐοδει*ξεΤί <ίτι το ολοκλήρωμα 

-*■ 
I χ^3ΐΐΐ( χ^ϊάχ* Ρ*° 

Ί 

ΰι,νκλύνίΐ ακίλοτα» αν -1 < ^ *·° οννΜκπ αν 0<-^< 1 



Να αΙοέΐι^ίΤΕ (ίτς Τ9 Ολοκλήρωμα 

3χ 
/ I ^(Ιόεχ}** 

ουγριΑίνΕς αν ρ > 1 Ηαι^ ς<1, 

Να, (ίτς ΤΟ ολοκλήρωμο 

Γ κ^ίΗκΓν 
Λ 

ρνγΜλίυει αν ρ <1 χαι. ρ+ς > I 

Γι.α ηυςές τυμίς του α τα ολοκληρώματα 

ϊ> Γ χ4οοβ(ϊΐ* 
Λ 

)4κ Μαυ $) 
Ι*"*· Ο Γ — ■I ί*κ 

είχ 

3Αςνουν* 

Ία 0ΐριίΐΕ τυί τιμές Των ρ και, ς 

[ είχ ουγχλςνες, 
£ 

Ία άΐο6ες£ίτε (ϊτυί 
Γ"»(·"Η 

*α αιοΔειΓξ,Ετε ίτςι ί Φ·ΐ« >4χ= Γ |. 
Τί 'ι 1 

»ιο6εςξετε ότς: | νΐ-χί1ο^ |ΐ’ 

Έβτ» 

*Μ'ί Τϊ+ΤϊΠΤΓ! I*· 5-α| > 

1,1 Μ 'θ ίίΟΙ να (ίτι, Γ(α) < ϊίθ)τνα £ $ . 
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! 

Αι<5 

τή (ή 6ςα*ορετυκα) να αυμιερείνείε ότς: 

ί’_^ 

1 ν(··-.“* 

(α+Β) 
*α α < β 

οιυ- 

ϊ 



μετασχηματισμοί Ι_3ρΐ30θ 

& 4,1 ΕΙΣΑΓΟΓΝ 

Ιτο Κεφάλαιο αυτά θα μελετήσουμε τον Μετασχηματισμά του 

,αμίίΐι:*, ο οποίος μετασχηματίζει, μια συνάρτηση £ μεταβλητής 

σε μία άλλη συνάρτηση Ρ, μεταβλητής 0 Μετασχηματισμός 

ιου Ι,σρίαεο είναι πολύ σημαντικός, τόσο από καθαρά Μάθημά- 

ίκή σκοπιά όσο και από Εφαρμοσμένη, κυρίως στην επίλυση 

ιραβλημάτων αρχικών τιμών για διαφορικές εξισώσεις, θα βώ- 

ιουμε τον Ορισμό και συνθήκες κάτω από τις οποίες υπάρχει ο 

Ιιτααχηματισμός του Ι,αρίαοο και θα μελετήσουμε τις βασικό- 

ερες ιόιότητές του. θα τελειώσουμε αυτό το Κεφάλαιο με τον 
ιντίστροφο Μετασχηματιομό τοο 

4 2. ΟΡΙΣΜΟΣ ΚΑΙ ΥΠΑΡΞΗ ΤΟΥ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥ ΙΑΡυίΟΕ 

Ορισμός 4,1, Εστω ί:[0,+ ^) ΙΚ μια τοπικά ολοκληρώσι- 

η συνάρτηση. Τότε ο Μετασχηματισμός Ιαρίσ» της £ ορίζεται 
ο είναι Π συνάρτηση 

Ρ(5Ϊ- ί β"8ΐ£ίε)άτ (1) 
ή 

] ορίζεται νια όλα τα 5 για τα οποία το γενικευμένο ολο- 
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κλήρωμα συγκλίνει, θα συμβολίζεται επίσης και με £{£(τ)} 

Για να υπάρχει το γενικευμένο ολοκλήρωμα (1) -το οποί¬ 

ο είναι γενικευμένο «' είδους- πρέπει να βάλουμε κάποιους 

περιορισμούς για την συνάρτηση ί* Πρώτα όμως ας βρούμε με 

την βοήθεια του Ορισμού, τους Μετασχηματισμούς Γορίπεε με¬ 

ρικών απλών συναρτήσεων. 

Παράδειγμα 4,ΐ, 

Έοτκ £: <■> ϊ μι Γ{τ>=1. Τότε έχουμε: 

Ε ί ^ *'*ι*3Λ·1±ι^ ί *'βΐ4ΐ 
ο Ί 

Ϊΐί· Γ— - ---1- — . 3 >0 |_3 3 ύ 8 

'Ετοι ('χουμε: 

Είΐ}---, κ>0 
5 

Παράδειγμα 4,2. 

θεωρούμε την ονναρΐηοτι £;Γθ*+«) ■+ ® μ( ί(ϊ)-1, Τύτε 

£{ΐ}= Γ β βΐ*ώΐ=Ιί^| « β1'ΐ4ΐ 

=.1_1· [--£ϋ-<·τ+1)], 

ΐίϋΒ5- ■ ^ν· («+»]=-π· * =>ο 
*Αρα 

Ε <*}= — , 3 >ο 

Παράδειγμα 4.3. 

Έστω £ϊΙΟ,+ «ϊ - η μι £ίΐ)=ίΕ, Τότε: 



Γ ί*Τ:>= ^ 

£ 1«ΕΪ= Τ^Τ * 3 > 1 

άδειγμα 4*4, 

Για ΐτην συνάρτηση ί(τ)=3ΐηΐ:* χ > 0 ίκουυι; 

ί™ .· 
ε 8* ·3Ϊηΐ:άΐ:=1ίΒ Γ * ^Ξίηϊΐΐΐ 

γ -■* 

*ΟΖ ["ϋΤΓ (5·5ίηΐ4ΐ:0βΙ>^ (μομφή 

νΐΐίτίττ - ΤΤ+Γ (* '*ΑΜ«οβ“>1 = ϋττ 

Γ τηι §Λ*3) 

(6ή 

£ Ι3ίηΐ} = 
33 + 1 

* 5 >0 

Λόειγμα 4*5** 

Έστω 6(0 = 0031, ΐ > 0, Τ<Ιτ€ί 

£ίοαΑΐ:}= ^ β '*1*εο3ΐί1ΐ=ί1πι £ β 5ϊ*οο®τάτ 

ν^Ι^ΤΓ( -«ΟΒΤ+3ΐηι ϊ] β 

•Ι&Μ Γ— 
■™ί * 5*+1 

(-50«?5ΐΐ+3ϊ ηα)+ —!—1 = 
32 + 1 ] 3Ϊ+1 

* ΚλΓιτ άσκημη 3,3γ) με (1=5* &-1 
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Ληλαίή 

£ {εΘ5ϊ}= —-3”Υ » Β>0· 

Εε όλα τα προηγούμενα παραδείγματα βρήκαμε τον Μετα- 

σχημστισμά ίϋρΐ&εο κάποιων συναρτήσεων με την βοήθεια του 

ορισμού* Δεν είναι όμως πάντα εύκολο για μία δοσμένη συνάρ- 

τηοη να ελέγξουμε αν το γενικευμένο ολοκλήρωμα ^ ο 3 Πΐ>ί1τ 
ί 

ο»γκλίν£ΐ. γιο κάποιες τιμές το» *. Γι’ οοτά θα ορίοοομε μια 

Κλάοπ αυναοτήοεων για τις οποίες πάντα το γενικεομένο ολο- 

κλήρωμα συγκλίνει. 

Ορισμός 4*2* Μια συνάρτηση £ θά λέγεται κατά τμήματα 

συνεχής σε ένα διάστημα [α*ίΠ. αν αυτά το διάστημα μηορεί 

να διαιρεθεί σε έναν πεπερασμένο αριθμό σποόιαστημάτων τέ¬ 

τοιων ώστε: 
ϊ) η ^ είναι συνεχής σε κάθε ένα από αυτά τα υποδιαστή- 

ματα και 
ίϊ} η Γ έχει πεπερασμένα πλευρικά όρια στα άκρα κάθε τέ¬ 

τοιου υποόιαστήματος* 

Έτσι σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό μια συνάρτηση ί θα 

λέγεται κατά τμήματα συνεχής σε ένα διάστημα [α*&] αν υπάρ¬ 

χει μια όιομέριση Ρ·ίχΓ*X*** * *ικν} του [α*ΡΪ με α-χ0 <*ι * 

* ·μ τέτοια ώστε η ί να είναι συνεχής στο (χ^, Χ]( + 1ϊ* 

, ι =[ 1, * * »«V* 1 και να υπάρχουν τα πλευρικά όρια Ιϊτπ ί(ΐ3 

και 1 ιΐϋ Γ (I ' . 
1“*Η 

Παράδειγμα 4*6* 

} <τυυ^ί?^',.ΓΜ 

Γ(ί)= 

I * 0 κ τ < 1 

-1, 1<χ<2 

>* * >2 



^ «αία τμήματα αυνιχιΐί, σε *ά$ε κεκιραομέυο δε^οτπμ» [0*λ] γι,* **- 

λ>0» σχήμα 4 + |. 

Σχήμα >*,1, 

υη.μεία 1 και 2 ίχρνμε αν τ £ ο το ι χα: 

Ππ ίίΐ)=1, 11· ΪΙίΙίτ-1 ■“■" 1*1* 

α* ΐ>--ι, ΐ|« ρ(ϊ>=2 

ιτήοποη 4*1, 

Αϋ η ί ει:«ε συνεχή σΐ0 [α,β]. τΐ!τε αοτ* είναι ηατά 

ιτα συνεχή ν ^νιό το όΐΑττημα. Ειίσης αν η ί είναι Η^ά τ^\>ατ* 

ίϊ5ΐ *τβ [ο*β1* Ύ0™ «*4 ΕίΓνας ολοκληρώσιμη ατο Ια,β], α„0ύ τα ση- 

«συνέχειιίϊ τη£ είναι ιειερασμίνα στα ΐληθοί (θεώρημα ?,$ Μβι. πό - 

ι). 

Οβιρϋΰς 4,3* Μια συνάρτηση ί θα λέγεται, εκθετικής τά~ 

6ιαν ί - + ». αν υπάρχουν σταθερές Μ και α τέτοιες ώστε: 

ΙίΙί Η <Μ*ί,ΐ* ΐ > τΰ (2) 

Ιθιιώς α λέγεται τάξη της £, 

Οι συναρτήσεις εκθετικής τάξης παίζουν κυρίαρχο ρόλο 

* Μετασχηματισμούς Ιβρίβ,ςβ* Γι’αυτά θα ασχοληθούμε για 
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λίγο με το πως θα εξετάζουμε αν μια συνάρτηση είναι εκθετι¬ 

κής τάξης Λ όχι. Προφανώς μια φραγμένη συνάρτηση είναι εκ¬ 

θετικής τάξης. Αρκεί να πάρουμε στον Ορισμό 4.3 α-0. 

Μια άλλη κατηγορία συναρτήσεων που είναι εκθετικής τά¬ 

ξης είναι εκείνες για τις οποίες υπάρχει σταθερή α τέτοια 

ώστε να υπάρχει το όρια: 

11· ο'αΐ1ί(τ)|-ί € Π* 131 

Πραγματικά· αν I *0 τότε για αρκετά μεγάλο I το β"“ι]Πιϊ] 

μπορεί να προσεγγίσει το ί όσο θέλουμε* Για παράδειγμα 

|ε“Λϊί(ί)| <21, Άρα υπάρχει ί, τέτοιο ώστε |£(ΐ)| κΜο**, 

τ ? τ( με Μ·2ίτ* Αν 1*0 τότε παίρνουμε Μ*1, 

Από την άλλη μεριά! αν για κάθε σταθερό ε είναι 

ϋιπ σ"Εΐ|Γί*) |-+ » (4> ί — >« 

τότε η ί όεν είναι εκθετικής τάξης. Γιατί αν ήταν θα είχα¬ 

με | £(ϊ) | <Μ*°\ τ > τβ ή **βΐ|ΐ(ϊ)1 <^"α ΐ, I > **« 

σημαίνει ότι Η· β'ϊαϊί|ΐ ϊ“0* Αυτό όμως αντίκειτσι στην 141 

με ς·2α. 

Παράδειγμα 4* 7* 

Η αυνάρτηοπ £(*)=*% ν€Μ είναι εκδοτικής τάξης *. Πραγματική"ε¬ 

κειδά 

11· (Γ*1***)»!!· 
ν! 

V αϊ α β 

(όιαόσχίχές εφαρμογές του κηνίνα του ί'Ηοερίΐιλ) συνειΐ£ίγεται ίτι π ΐ 

είναι Εκθετικής τήξη! α >0* 

Παράδειγμα 4,8, 

ι4 Η συνάρτηση ίίΐϊ=ΐ δεν είναι εκθετική* τήξης. Πραγματικό 'γ ϊει- 

Μ 

Ιίτη (« )- 1ί η 
Ι-«** 1 — ** 

ί 



Ί £ ΰεν μτορ«£ V* Είναι, εκθετική*; τόζης. 

Είμαστε τώρα σε θέση να δώσουμε ένα θεώρημα που α^οοά 
την ύπαρξη του Μετασχηματισμού Ι,ΑρΙα», 

θεώρημα 4.Κ Εστ<» ί: [ 0, *») ΙΚ μεα συνάρτηση με τις 
ακόλουθες ιδιότητες: 

ί) η £ είναι κατά τμήματα συνεχής σε κάθε κλειστό διά¬ 
στημα της μορψής [0,0]+ 0>ο, 

ϋ) η £ είναι, (κθετκής τάξης α. 6ηλ. υιτάρχουν οταθεοίς 
α και Μ >0 τέτοιες ώστε: |£ίυ| <Ηβί1, τ > * 

Τότε ο Μετασχηματισμός Ιορίοςυ Της £ 

Γ «**ι£(0<« 

υπάρχει νια * >α* 

Απόδειξη 

Έχουμε: 

£<«*)>= | .“«£<*)«= |*·**«*>Λ* 

Α·ό την υτόθεση 1) το ϊρώτο ολοκλήρωμα του δεξιού μέλους υιβ'ρχίι. Εκυ- 

ση£ Οΐό την ϋ) έχουμε: 

Ιί β~β1ί<ΐΜτ < / |.■**£(»))« < / *'31[ί(τ)(^ι 

οΜ 
ΛΑΑιί τα ολοκλήρωμα ^ ^ α ^Τ υιάρχει γιο 3 >α αφού: 

>ι 

Γ Ν·"ί3_α)<Η=Η· Γ 3>α 
ή, !'··■ / 8·+4 * 3 

ϊννειώι α,ό τ„ βίΐίβημο 3.5 το Γ ·'**£<τλΜ βιιγιΛάκι, *ν ο»β. 
. % 

το θεώρημα α·ο&εϊχτηκε. ■ 

Έτσι 

Παρατήρηση 4,?» 

Αιέ την α·όδειξη του θεωρήματος 4*1 βλέκουμε ότι όχι μόνο 0 

ε(?(ΐ)} υιΛρχει για 5 »α* αλλά και ο £ { I ίίΐ ) Π , 

Παρατήρηση 4*3. 

Το θεώρημα *+,1 δένει ικανές συνθήκες γιο την ύ- 

εαμξη του Μετασχηματισμού ΐΛρίορο, όχι όμ«ς και αναγκαίες. 

ΔηλοΑή υτόρχουν συναοτήσείς ίου δεν ικανοιοιούν τις υποθέσεις του θεω¬ 

ρήματος ι*,| και εν τοότοιΐ ο Μετασχηματισμός υίάρχει. Ένα *Α«~ 

αικό ταράδειγμα αιοτελεί π ουνάοτηοη ί(Τ)“ΐ * Αυτή δεν είναι. ιατί 

τμήματα συνεχής οε κάθε ιετερασμένο διάστημα του [ο****], α*οό ΙίπϊίΤΪ: 

* **, Αλλα Π { είναι ολοκληρώσιμη οτο (0,10] (Παράδειγμα 3-Π* Εεί- 

σης, εκειδό Ιΐκ £(ΐ)=0 π £ είναι εκθετική! τάξης μι Μ=1» α=0 ατο' 

Ορισμό 4.3, Άρα ο Γίΐ □ τβίρχει, καν μάλιίτα είναι: 

.ϊ*** Γ^\ (31=^*} 

=2*5 ^2* γ Ϋϊ (Εφαρμογή 4 της 5 3.3Ϊ 
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ__ 

I* Εστω £:10Τ ™ Ϊ -* Πί μία συνάρτηση κατά τμήματα συνε¬ 

χής σε κάθε πεπερασμένο διάστημα [0*0]* β >0 και εκθετικής 

τάξης α, Αν £{{(«}}-?[*) τότε: 

11· Ρ(«)-0 

Απόδειξη 

Η ΐ είναι ολοΜληρώαιμη ατο 6ι4στημα [ο.ΐ,], άρα φραγμένη ο" αυτό 

το διάστημα. ΑηΑ. 

|ί(ΐ)| <Μ1(0ίΚ ΐ{ 

είναι, και Εκθετικής τάξης α 6α έχουμε: 

<»€·ΐ,ί* ϊ > ΐ(( 

Αιαλέγονμε Η,=·»χ[ηΑιΗ ] *αι Ε=ι»χ{θ*αΚ Ίάτιι 

άΐ ^ _ !«*>)< Μ,·". Ϊ > 0 

Ευνετώς: 

|Γ(β)| = | Ε{Ηΐ)}|ι -31 

"ΐ/ 

ίίτ)ύΐ 

Μ 
Λΐ="ΓΓτ 5 >0 

Παίρνοντας τα ίριι οτην τελευταία οχεσπ έχουμε το ανμιέρααμο, 

2* Να αποδείξετε ότι: ΠΐνΗ —— * 3 >0 
_ ν + 1 

Απόδειξη 

Η ατέάειξτι θα γίνει, με ε «αγωγή * Γιο ν=1 ισχύει, ατά το παρά&ειγμα 

14 Υιοθέτουιας άτι ισχύει γιο ν, 6α έχουμε: 

/ 207 

, 
ι(ιν+ιΐ- Γ.-’ν-^π./«*5ν+ί« 

■ϋα-^Η^Γ.·^ ί ·■"··*] 
Ιΐρ Γ *~*ν<Ιΐ 

5 3 4-·-7 :-11η ■ 
ι — 

ν±1 Ρί*Ίν ν+1 * _(_ν+1>1. 
— ·Ε«Ϊ-— ν*! ντ2 

1η>αιί>ή ιοχόιι για κάθε ν £ ΙΝ * 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

4*1, Αν οι συναρτήσεις ί * ίι ί»««νΐ.ών τάξει»ν α, *αι »* 

αντίστοιχα, τύτε ι* αιούείξιτ*: άτι η V*! είναι «θΐτν-άϊ τ«π< 

ο,·™, «αι η ϊι+^2 είν» εκθετικής τάξης α^πακίαι *ά2) ♦ 

ςί, α) Να αιιοθίέξιτΐ: άτι η ί(τϊ-τχ Είναι εκθετικής τάξης V χ € ΙΡ, 

β) Αν π ί είναι εκθετικής τάξης α τάτε να αιοθτίξετε έΐι π 

8(1}=[ Ηυίάυ, ι ? 0 είναι εκθετικής τάξης. 

4*1* Να οκοβι ίξετε άτι αι ταοα»άτ« συναρτήσεις μιοροιϊν να μετασχπματι 

ατσύν η111 ά ξ,αρίάεο: 

ι .1 11 Γ Μ'ίΐΐτΐΐΐ* ίί ξ 3Ε 

γ) 1( ι )= & Ιπϊιϊί ΐ * )ί ε τκ 

&> Η ΐ )-οοε^ΐ , Κ € ΪΑ 

ί) ί<ΐ)=-~^. *£■> 

Ο 

1*1 1*4, | 

4,4* Ν ν ,ξίτ4οειι: αν οι καρακάτΐί ουναρΐΛοείς μισροίν να μετασχηματιστούν 

«ατά Ι.^ρΐιτίίί: 

α) ίΐΟ®*»*»1 ί<ΙΪ = ο 
τ'-τ 

1-ο 
γ ) ίΐ τ ν.ίΐϊ^ι, Κ,βξΐΡ- δ] £(ΐ)="“^ 

-ι 
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4.5. Ηα Βρεβεΐ ο Γ ίί(ΐϊ) ον; 

αϊ ί(ΐ>=ε, ς σταθερή V ίίιϊ- 
5ΐη?ΐτ„ 0 < ϊ < ι 

0» ϊ >ΐ 

4*-6* ϋα οιοβείζετί; ^τι: ί{<1/2)= 0 

§ 4.3, ΒΑΣΙΚΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥ ΕΑΡίΑϋΕ 

Ια θεωρήματα που ακολουθούν περιγράφουν τις πιο βασι¬ 

κές ιδιότητες του Μετασχηματισμού Επρίπεο. 

θεύρπϋα 4.2 {Γραμμ ικύτπτα), 1 Εστω £,,£?;[0,*«) - ίΚ 6υο 

συναρτήσεις για τις οποίες υποθέτουμε ότι υπάρχουν οι 

£{£ι(ϊ)} και Είΐ^ίΐ}}. Τότε για σποιουαόήποτε πραγματικούς 
αριθμούς ε1 και ισχύει; 

}-Ε, Ε Ζ {£,(*}} 

Απόδειξη 

ΕΕνοι 

£ ίε,ί7! ίί>+ΐ?ίϊί4:Πΐ ^ ^ΓΕ<= ιΤχ( τϊ+ς^ί ι) }ΐ!ί 

ί*«· .ί* 
«■^,ίϊΜτ+ί^ Γ ρ“3ΐί3(ΐ)άΐ 

-<=,£ ίί,ίτ)}*^ Είί,Ιτϊ) 

ατό το θεώρησα 3.1. 

Παράδειγμα 4.9. 

Εΐνοι £{τ1τ2*ΐ-3β1ητ+θ(ιΐϊτ}= Ε {τ5}*2 Ε |-3 £ {Βίπΐ}τ Ε ίϋ03ΐ}Ξ ^1 + 

5. 1 ^ 1 3 3 
β-Τ β*τΐ 8^+1 
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θεώρημα 4.3 (Παράλληλη μετατόπισή). Αν Ε(£{ΐ}>* Ρί®)* 

$ >α(| τότε νια οπαισδήποτε σταθερή α ε ΪΡ, ισχύει; 

«τ Ε(ε £(ΐ)}»Ρΐϊ-α)* 5 >α+αβ 

Απόόε ιξη 

Έχουμε: 

Ε|βαϊ«ΐ)| 8 Γ 
-81 ΟΙ β Ε ΓίI>άΐ= | *~ί5 “)ΐί(ΐϊ=Γ(β-»ϊ 

αν 3-0 >α« ή 5 >α+σ0 . 

Παράδειγμα 4,10, 

Είναι Ε ί* )= --„ 5 >α. Πραγματικό" αΐά το Παράοειγμα 4.1 ίχον- 
®-α 

μι οτι ΕίΐΙΐ-^-, 5>0. Τότε α*0 το θεώρημά 4.3 με ϊίΐί^Ι όχουμε: 

Ε ΐίΐ^^* 1 ϊ“ -γ— * 3>α £-“■01 

Παράδειγμα 4.11. 

@α βμοι3με το Εΐΐΐιϋιΐ). Έχουμε: 

£ {*1η*ΐϊ* Ε | **'*— } Π·1}—~ Εί·;Γ> ίθεώρηνα 4.2) 

1 1 11. 1 . 
2 8-1 2 5+1 "βΤ*Ϊ”* 

θεώρημα 4.4.* Εστω Εί£ίΐ})-Ρί$ϊ, *>α0 και β μια σσν^ 

άρτπση που ορίζεται ως εξής; 

&1*)· 
0, 0 <Χ <α 

£ ίι-α). ι > α 

Τότε 

Ε 1 κ(ΐ) >-€■ β&Ρ( π), 3 >α 
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Απόδειξη 

Έχουμε: 

£ {&(ΐϊ)= ^ ε- [ β'*1Μΐ + £ 6"9 Γ(ΐ-ίϊί4ΐ 

= | β~51ί(*·*Μΐ 

_ I β υ+α^ί(υϊ4υ (θέτουμε ΐ-ο;=α) 

Γ =*'3α *"&ι,Γ(ϋ)ί*υ 

^“Ηΰϊ , ο >αβ 

Παράδειγμα 4.12. 

θα υχολογι'σουμ»: τον £ {$( Ε}} αν 

Είΐϊ= 1 

0, 0 <ΐ < — 
7 

Εΐη*, 'ΐ >-ί- 

0 < ΐ < -§- 

Κίτϊ = ■' 

Είειθή 5ΐηΐ=εοε ||ΐ- — | η ^ γράφεται: 

0. 

Ι;ββ·£·τ)* ι>τ 
Ετβίί ατά το θεώρημα Ν,ΐι με ί(ΐ):εοδί έχουμε: 

£ {Β(Οϊί*ί",/ίί·ϊ,(*)=·ί*ι/ί>β Πβ»ΐ}κ 
,ί-ι/2Ϊ5 

Η * + 1 

ανοιί αΐιί το ΕΕπράΰει,γμα 4.5 είναι £{εο3ϊ}=—, 3 > 0 . 
5 Ζ + 1 

θεώρημα 4,5. Αν £ ίί(1)}-Ρ($), * >αβ τότε γιο κάθε στα¬ 

θερό αριθμό α € Γίϊ ισχύει: 
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£ ΐϊϊαΐ))* ί (-§-) * »>ααβ 

Απόδειξη 

Έχουμε: 

ρ’ί1ϊίαΐ><Ιτ £ ίίί*ΐ)ϊ= Γ 

= -ί.Γ β"5ί ζ/β3ί<£)(Ιξ (θέτουμε £=αΟ 

■±'<ΐϊ· *> — 

Παράδειγμα 4,13. 

Α*ρά £{β1ηΐϊϊ-ρ^- , α%4 ίο Παράδειγμα 4.4, τότε ατό το θεώρημα 

4,5 βα έχουμε: 

£ {βίήβΐ.ϊ^'^· * 
α * 

Β >0 

Παράδειγμα 4.14, 

Αι βροόμι τώρα ιην αυνκίρττιση £ \ «?α1ι3.ίηΐΊ6τ). Εΐ£ΐό4 αεο το Παράδει¬ 

γμα 4,11 είναι £ {*1πΐΛ)= -^γ* , β>1 τάτε αΐί το θεώρημα 4.5 θα έχου¬ 

με 2 

ΘιωρπρΟ 

£ (βΐΓιίΐίΐ]- -|* 
Ε 

Τίτε αΐ6 το Θεώρημα «*3 θα έχουμεί 

3 > Β 

£ (ο^μΐπϊιβτ)- 7?-Ϊ^Ρ" * Β >α+β 

0Ε«Ρπμο 4.6 (Μετασχηματισμός της ηβρβνώγου).' Εστω Γ:1ϋ, 

4 «) — ΐκ μισ συνεχής συνάρτηση και εκθετικής τάξης α. Ι.σιω 

ακόμα ότι η Γ* είναι κατά τμήματα συνεχής σε κάθε πεπερασ¬ 

μένα διάστημα ΤΟ,ίΐΚ ίί>0« Γάτε α £{Γ(εΠ υπάρχει για 
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5 >α καί 

ε £ ΐπυί-ΓίΟϊ 

Αιτήδειξ»! 

ΕΐΕίώιί π ϊ' είναι κατά τμήματα συνεχής στο Γΰ,ΒΪ* **6 ιην Παρα- 

ΐΐίρηοη 4.1 βα είναι ολοκληρώσιμη ατο [Ο,Β]-Ευνεχώς εφαρμόζονται ΐαρα- 

γϋνΐίϊΐή ολοκλήριυοη βα έχουμε:: 

/" ι 
Ζ {*·{%*}= ] β'β1Γ'(ΐϊΛΐ=Η· Γ *■***'{ιΜ* 

=^β { * βίί£(|( )-£(0)·Ν! £ β 5Εϊ[^)4ΐ| 

Γ<<# 
=1ί* {β ^ίίΐί>)-ηο>» I »'3ΐίΐτΗτ 

=-ί(β)« Ε (ί(ί)ϊ 

—^|ίί 
ϊνατ,Γ Πβ « ίΟί}=Ορ άφαύ η ? είναι. εκ 4ε: ι.ϊιϊγ τήξης Ο, Έτσι το 

3ί;ώρη·μα ατοίΐΕίχττικι:. » 

ίαράΰειγμα 4.15* 

Χρπσεμοεονώντας το «αρακάν» θεώρημ*! ας βρούμ, το £ ΙβΛΪ}. Τότε ..·* 

-λουμε: Γ( ΐ)-β * Γ ( ί.)-&£ και. ϊ^Ο)2!. Ευνε *ύ θεώρημα 4,ί βίν·· ι*; 

[(.ι,11=ι£|ι“1Ι-ι 

I 

«ε{·βιΙ*·£(·Μ}-ι 

'Λρ* ί Π {βίΈ 1= —-— . * > * 
β·ϋ 

Ιαραιήοπαπ 4.4. 

Η ουν4ήκη της συυίχεεας της ί οτο θεώρημα >*.& μιρρεί να εξαα4ε- 

^4οκ ι.. Γϊ-α ιαρά&ειγμα ας υιοδέσουμε ήτε η ΐ έχεν το αημείο ΐ* σημείο 
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ασυνέχειας α' είδους* δηλ. τα 11η ϊ(ϊ)=ΓίΐΤί και Ιΐη ίίϊ)=ΐ(ΐΐ) υ- 
ρ-ν «^ν 

τάρχουν* Τότε αν η ί είναι εχθετικής τάξης α καί η ί' κατά τμήμα¬ 

τα συνεχής αε κάθε ιειερασμένο διάστημα ίθ,0] 4α έχουμε: 

Γ** ί** 
£ίϊΊΟ)= I β'5ίΡ'Γΐ>άι= ·"***'(*Μμ Γ ·~*Χ£'{χ)άχ 

Λ Λ 4, 

= [*'Βΐ«ΐ>] +3 | β"3ΐί(ι)<1ι 

Γ Ί*** Γ*™ 
+ |* ^ΓίΟ^ Τ3 ^ β ^ΤΠΐ>4ΐ 

ί'" 
* 2ΐίί ϊ )άϊ+ΐ3 *ΐ|ϊ(ΐ“>-ϊίΟί«-··Γ·1:ιϊ(ΐίϊ 

=*Ε ί«ι))-ηο)~β“ε1ι[ί<ί^-ί£ΐΐ>] 

Έτοί Ελέιουμε ΰτι ε ξ α ο 4 ε ν ώ ν ? α ς την « κ 6 4 ε* 

ί 1 ΐΐΐϊ συνέχειας της ί( εροστέ&εταμ 

και. άλλος όρος στο Γ (ί'{ΐ)Κ Προφανώς αν η ί 

έχει* τερισσάτερα σημεία ασυνέχειας (Βέβαια εΕίερασμένο τα ιλήθσςϊ τάτε 

ιροστί4ινΤαι άροι, ο τον £ (ί'(ί }} ανάλογοι, με αυτόν ίου ιραοτέθηκε για 

το ΐ] . 

ΙΊοράΒεινίια 4.16, 

Ας θεωρήσουμε την συνάρτηση 

Τ<5τ ε 

ίίΐϊ= 
2ΐ, 0 < 1 % 1 

ΐ, ΐ > 1 

ΕίίίΟ)= | ρ’3ί«ίΜ(=^ β_ίϊ12ί(1ΐ4^ 
_Εΐ 

ΐάΐ 

ΐΊχ)= I 
Ειέοης ί ηπ,Αή 

2* ο <; ΐ < ι 
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.■Vακμάζοντας τον ορισμό, έχουμε; 

, |' · ορ 
*·"ί·(ϊ)ί^Γ Γ31.2ί,+ Γ .-«.ΙΛ,Ι.·^ 

Λ \ 3% 

Παρατηρούμε τώρα τα εξής: 

Το θεώρημα 4.6 δεν εφαρμόζεται αφού η Γ 6εν είναι οονεχ^ς στο ϊ 

ιά Την Παρατήρηση 4.4 όμως έχουμε; 

Γί£'ίτ))=Β ί ίίΐιΜ-ίίοΙ-β^Γχίη, ίίϋϊ-ϋι, ^(ΐ)] 
I—I* I—ί. 

ον οομιιΓι τίΐ» με το αιοτέλεσμα ίου βρίζαμε «ροηγούμενα. 

Το θεώρημα 4.6 γενικεύεται εύκολα ως εξής; 

θέλημα 4,7*·Εστω £:10,+ «ρ} + ΙΚ μια συνάρτηση με συ- 

εχή^ παράγωγο ν-Ί τάξης στο £0* + «*] (αυτό συνεπάγεται ότι 

ί.*..£ »£ είναι συνεχείς). Υιιοθέ,τουμΕ ακόμα ότι 

1 £,£ , *..,£ί λ,"1) είναι εκθετικής τάξης α και η ί£ν) είναι 

ϊ-τά τμήματα συνεχής σε κάθε πεπερασμένο διάστημα ί0,β].θ>0. 

ί>τ£ ο £{££ν^(ΐΠ υπάρχ ει για 5 >α και 

£ IΓ(ν)(ι)}-ϊν£(ί{(})-5ν·1 ί(σ)-ϊν"!Γ[0) {{V- 1 ) 
(0) 

ιόΒειξη 

Η αιήδειζπ θα γίνΐι μι ίταγ^γή. ΕΥα ν=ΐ είναι το θεώρημα 4.6. ϊ- 

► θέτοντας άτι ισχύει γιο ν θα έχουμε* 

Γ {ίίν*Π{τ)^£{ϊΐν>ίί»-ίίν>((ϊ) 

= $[%ν Τ ίίί τ ϊ }-3υ'Αίί α)-* - - £* ¥*1 *ί ο)] -ί£ ν >( ο) 

^ν+1 Ρ{ίΐτ)ί-βν£ί0)-.*ί('')(0) 

ΐλ·ί·4 "’χύ' ΐ και Τί-ίΐ ν* 1 , 'Αοα ιανΔη V ν £ 1Ν . ■ 
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Παράδειγμα 4.17. 

Ας θεωρήσουμε την συνάρτηση ί(ι)=βίηϊ:. Τότε ί*(ι>ΐοα$ΐ, ί"(ΐ)τ 

-βΐηΐ κι £<Ρ>*0, £*<0)=1. Έτοι ατά το Θεώρημα 4.7 για ν^2 έχουμε: 

ί {-Βίηΐ)=β? ί (ύΐηΐϊ-ΐ 4 £ {*ίηΚ}*—γ-τ- , » >0 
8 Τ 1 

Θεώρημα 4.8.' Εστω ί:[0,+ — ϊ -* ΙΚ μια συνεχής συνάρτη¬ 

ση* Π οποία είναι εκθετικής τάξης α. Αν ί(ί(ι))·Ρΐ5ί, 5 >σ 
τότε: 

ί Πυ) ύυ - Ρ(3) , 5 > α 

Απόδειξη 

ί' *! 
θέτουμε β(ΐ?= | ΗυΜμ. Τ > 0. Αφού η ί είναι συνεχής η £ εί¬ 

ναι ταρογωγίσιμπ και &'( Τ) = ί(Τ). σύμφωνα με τρ θεώρημα 4.6 αφού ^ίΟΪ^Ο 

θα έχουμε; 

Γ(Ε>-Γΐίίτ>}= Γί5#ίτ)μ3£ ί8(τ)}-Λ(α)=Β^ ίβΐτ» 

4 Γ |1 ΐίυϊάιι | β- * 

Παράδειγμα 4.18. 

Ας θεωρήσουμε την συνάρτηση ί(ΐ)-8ΐηϊιτ, Τ >0. Αυτή είναι συνεχής 

και εκθετικής τάξης 1. Τότε. θα έχουμε; 

ί 11 αΙηΗτιεΗι | £ ίϊίηδτ) 

£ 1οοηΚϊ-1}=— * —3τ 
5, ο3-1 

Ί 

αφού £ {ηΙιϊΚϊΗι 3>1 αιό το Παράδειγμα 4.11* 

Ιυνειώς: 

V π“5Μ,=Τ'τήτ *Γ11)"~·ρΓΤ ίτ=τέτ· ·>ι 



Τα επόμενα θεωρήματα που αφορούν τους Ηετασχηματισμαύς 

ιρί&εα συναρτήσεων πολλαπλάσιαυμένων με δυνάμεις του ΐ ή 

υναρτήσεων διαιρεμένων με I, τα αναφέρουμε χωρίς απόδειξη. 

θεώρημα 4*9*' Εστω £:[0»+**} «* Κ μια συνάρτηση κατά 

μήματα συνεχής σε κάθε πεπερασμένο διάστημα [0,03 β >0 και 

«θετικής τάξης α* Αν Γ{£(!>* 5 >α τότε: 

Ε(ί“ί{ί))*{-1)ν Ρ(ί) 
(1ϊ'’ 

αράδειγμα 4,19, 

Ας υτολΡγίσουμε τον Μετασχηματιομί Εαρίαο» τπϊ ΰυνόρττκ3η£ ίίΐ>= 

^ΙΠΛΐ, ΐ ^ 0. 

Ακό το Ώαρό&εΐγμά 4*13 ίχουμ· Γί&ίοαί)- ■ Άρα α«ό τα θεώ- 

ημο 4.9 είναι.: 

Γ {τ*3ΐπΒΐ!=ίΊ)1 
<33 /_β_\ 6033-2α1 
Λα1 ΐ3*+α3 / " (β*+α*)* 

θεώρημα 4.10* "Εστω £;[0,+ ·*) -* Ικ μια συνάρτηση κατά 

μήματα συνεχής σε κάθε πεπερασμένο διάστημα 10*03 Ρ >0 και 

«θετικής τάξης α* Αν £{£(ϊ)}*Ρί5)* 3 >α και το 11α 

«άρχει* τότε: 

1 Ι^γΜ * ί, ρ<ϋ),1υ 
αράδειγμα 4.20. 

Έστω ί(ί:)=6 ^1^·ο α1\ Τίτε: Ρ{ί(τϊ)=—~·--— , α%6 τα ΠΗρόβΕί*- 5+ί 3+Β 

■μσ μ. 10. Ειίσηζ 

ΙΙλ 
.-ο 

-6ί -στ β -βτ -οι β -β -Ββ +3ί? -—- =1ιπι --- =α-β 
ι—ο 1 

μ; Γ^ΐΐί,μστιΐ ιοα κανόνα του Ε/Ηο$ρ1ΐα1, Άρα αχό το θεώρημα 4*10 έα I- 

;ουμ*.: 
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=11* 
ΐ—.*· 

-1θ£ 
£+β_1 
3+0 ] 

= -1θΕ 
β+6 
3+α 

- Ιΰ£ 3.+Β 
3+6 

Μια πολύ σημαντική κατηγορία συναρτήσεων είναι, οι πε¬ 

ριοδικές συναρτήσεις. Για αναρτήσεις ο Μετασχη¬ 

ματισμός Ιβρίπε* καδορίίεται από τις τιμές της ί σε διάστη¬ 

μα μιας περιόδου, όπως-δείχνει το επόμενο 

θεύρηοα 4.Π.Έστω £:[0,*-> - ® »ι“ περιοδική συνάο- 

ιηση με περίοδο Τ >0. Αν η ί είναι ολοκληρώσιμη στο διάστη¬ 

μα [0.Τ1, τότε: 

[ ε"®ιί(ε)ά( 
Γ(£[ϊ))"-“-Γ^Τ-■ * >0 

1 -β 

Απόδειξη 

Έχουμε; 

£{*(*>)= 

Γτβ κότερο αλο-Μρ-ι* βέτσμμΐ τ=μ*Τ τρίτα ϊ*α*ΪΤ *·τ,Χ* *™ « 

Ριπαίο ϊ*ιΐ4{ν“1ΪΤ* Τότε λαμβόνοντας νΐόόπ ότι: ίίμ+Τ1=ίίν+5ΤΪ 

ϊ( μ+νΤ ϊ= Γ( ιι 1 έχουμε: 

^ β’6ΐ«ΐΜ* 

ίΐ ^ 

ί ,·**«*)«♦ | ·'5,Κτ)ότ*···« | Γ· 
’ΊΙ 

ί(ΐϊάΐ+- 



>τ ,τ 
ΠΗΟ)^ * ®1Γ(ίΜι+Γ .-•(«ϊ>ί(ΒΛ)4ιτ.„ί 

+ Γ,ϊ-.ίΜν-ι«1ϊΙβ+{ιι_ι1τ1(ΐΜ 

Ζ1 β ί£ΐΜΐΗ|* 5Τ / * 811ΗυΜ^--**β"δίν“1ΪΤ Γ β'*“ί{ω^υ+*<· 

=Π«-Βν-^8ί“-1)τ+..., 

τ ' 

| β Βΐέ(ιΜ* 
-5τ * 8 ■' 

Ι-ι* 3Γ 

Παράδειγμα 4.21* 

«ι ίροιίμϊ ίου ■.Ιαοχι,ματ,.ομί 1^1.0. της οοοίρτ,μ,,κ .ου ιπν 

• ιοηχότω γρα>^ι,κι{ ιυράΰτααη; 

Εχ4μ* 

II ουνίρτηοη αυτί ΪΓ(3ίβ60 ?Τ *0(. ^ταν „τ0 6^τημα [0Β?τ) 

ιΑ τον τϋια: 

Η*}= 
1, Ο * ΐ < τ 

-1, Τ < Ε < 2Τ 

Λρο το '3« ώρηΐια 4,11 &ο έχουμε; 

I 

' 
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ττ^ί 
ο 5ΐέίΐ)άϊ: 

ι-Γ2βΤ [ 
ί ο~5ϊ·ΐ(ΐτ+ Γ »”Βϊί-Οάΐ 
4 Η 

1 1 
Γ 1 -3Τ 1 1 -2βΤ I 
-  £ 1“— + — Ρ-ο 

[ 3 3 3 3 
1-0-!5Τ 1 

1 
—(1-θ'βΤ>* 
3 . “2βΤ 

1“β 

1 Ϊ "^Τ 
1 1“β 

8 _ . -3Τ 
1+« 

1 3Τ 

= , **>■ ? 

ίφΛΡΑΤΟΓΕΓ 

ϊ. Να βρεθούν ο», παρακάτω Μετασχηματισμοί Ιΐρΐ&οο: 

'αϊ Γΐσ τ»1ηΕατ}, α € Κ 

β) Ε I ΙίίηΜτΠ, Κ € ΙΚ 

V) Γ [ | ,ο,ίεΐΒ 

Λύση 

'%ί £ (τι, 6η 

ί Μη*ΐ)=£| 1~Ε°^2<ΙΪ }=4~ ί1ΐ**Τ £ ίεοβ2ξΙΐϊ 

1 1 1 5 2α; 
2 * £ 7 *3Ι+4βί “ β(83 +4β2) 

α·ι- γ ο Μι 4μημα <ι. 3 έχουμε: 

£ ίβ ΐϋίη?Λΐ}- 
ία' 

ί3+1ϊ(3*+70+1+40* ϊ 

β) Η ΟυνάρΤιΊΟίι ί(ΐ)ί [γ.ιΓιΚϊ | Είναι ϊΓρί,οΐϊνκ^ με ΐεμέΰδο * 

ηιΑ το Ητώμημ^ μ. 11 έχουμε: 

ΆΡλ 



, γ'1* 
ΐ (|*1η1ίϊ|)= —^ β ΗΓ*5ϊη>ίΐ(|ι 

«-1—- - *, /14ι-*·Α'Λ 
- -β(|/)0 βί+ΐΐ7 \Ι+Ε ) 

* , 1Γ .,]. 81 
61+^2 ΐ(ι 

γ) ΕιειΑή 

Ε«αί-οοα&κ Βΐ< -α^ίηαΐ ιΒκϊπΒΐ _ 
·-* ΐ "ι— ο 1 " 

1,£η' Γ {αο3αΐ“ΰο30ί)- - 3ί+5^ Ίφ θεώρημα 4,10 εχουμε; 

^Ρ5αΐ-^7ο3&ΐ 
ΐ 1 = ί [**«?■ *·3*ν]Λι 

Ζ« Εστω £:[£},♦ ™) -* © μια παράγωνίσΐμη συνάρτηση 

ποια είναι εκθετικής τάξης α, Υποθέτουμε ακόμα ότι η £ 

ναι κατά τμήματα συνεχής σε κάθε πεπερασμένο διάστημα 

& >0 και εκθετικής τάξης α, Αν £{?(*)}-?{&), τότε να 
δείξετε ότιί 

*** *Ρί*ί·ΓίΟ) ίιδιότητα της αρχικής τιμής) 

Απόδειξη 

ΑιΛ το θεώρημα η,$ έχουμε £τχ; 

ί ΙίΊΐ»-βΠ·>-ίίο) 

Αιί ΐην εφαρμογή 1 της §ι#.2 είναι ϋπ Πί'ίΐ)}=0. Ευνη«5 
■.' ι ΙϋΡ 

η ο- 

εί' 

ο. υ 3+ 

αησ- 

ΙίΛ αΤΜ^ΠΟί 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

4,7, Κα ιι«αλογισί:ΐε τσυ£ Ηιτμ)(ηματισμοιίΐ Εμρίαοβ των παρακάτω 

τήοε#ν: 

ο κ«)=Λ*[ 

V) ί(ΐ)=ία18ΐΐΜΐ 

«-) £(ΐ)=τ:αβίΐτ 

ς) ί(τ)=οαβϊΜΐΐ 

4,8Κ Ειίοητ των ουναρτήο&ων; 

α) ϊίτ^ίβΙηΐ-Μβτ)1 

-ί 

Β) ί{ΐ)=εο5£ΐΤ: 

4^ ί ί ΐ ) = 0ΰ 03 ίιι I 

ατ) ί( τ)=αΐπΙΐιΐτ 

η) ίί τ 1*4003'αΐ . 

ί,) ί(ϊ>-β ^-ρββϊΐ 

2ϊ> ϊ) ίίίϊ=« (3ί5Ϊηδ2τ-5€θδΗ2τϊ φ} ίίτϊ-0 (3·1η4τ-4ί:θΒ2ΐ) 

,ΐ) Μ τ)=εο3ατ*θο5ΪΐιίιΙ στ ) ΐ( ΐ)= ■ 5ίηατ*3ΪηΗαΐ ΖΟί* 

4,9, ίί» (ΐιοϋκίξεΐέ ότι: Γ{ί'£ι)}=3 *(1-β 3)* 3 >0 ίιον 

\/ 

ίί ι)= 
τ+1* Ο ^ ι ^ 2 

3, ΐ > 2 

Εφαρμόζεται το θεώρημα 4.6; 

4+ί£), Νο βρίΒεί ο Ε ίίί I)} αν 

Κι)·= < 

Ο, ΐ < 
2% 

/ 5* ^ * Ϊ* 
ί εμ11-—)*1 *— 

Μ ΗΟ= 
&. Ο < ΐ < ι 

(ί-1) , ΐ > 1 

Γ, Ο < ί < ! 

ουναρ- 

γ> ίίη= 
6, ΐ > 



ΐ*. Ο < % < 2 

*~1, ΐ < 1 < 3 

, ι > 3 

*Ρ «Ο* 

4. ^1. Να βρεθεί 0 Π ί ” (4 >) (χν 

* . Ο < ϊ < 1 

Ο, I > 1 

4.12. Να βρίθει ο Εΐί(ΐ)} ον 

■ϊ Ηΐ)~ ~1Κα^~ίίΜ8ίΐ: β) ^ίηαΐ 
ία 

γ> {(ί)ί ί=1πί«Ι. 
2α 

φ) ίίΐίβαΠ-αίοΟΒίταΐ 

2β 

I ζ ΒΪηίιαΙ ε) ίίΐϊ 

£ > (Τ * -ΐ.^ίΐ1^5 >3ίίΐ3ΐ- 3αΐΧθ3ίΐΙ 
Αγ. 5 “ “ 

2α 

Α*.ϊ 

οτϊ Γ <, ΐ. ϊ - ~ψ- Ε1 εο3 β α ί 

4.13. Αν £ ί ί( τ) }-Γί 5 )* να (Ηαίίίζΐτί: (ίτι.; 

Γ{ΰ ί( @ϊ Π= — Γ * α.β σταθερά 

4, Η* Ν« αΐϋβεν'ΐετε ε5τ^: 

&ϊτιβΐ 1 * β+Ι 
Τ1θβ — 

4.15. Αν £·{ί ίΐ)}=Αητ^ ^ * ΡίΟ)=2* ΐ'{0)--ΐ τότε να βρίθει ο ΐ(ΗΧ)) 

4.16. Να νιολογύτετι το οΑοχΑιΐρωμα: Γ ΧΛ^ΟΜΧύΧ, 

4.17. Να βρεθεί ο £{ί(ΐ)} των «αραχτώ ιβρίΛδϊ,ιών συναρτι^ων; 

5ΐηΐ» 0 ^ ϊ £ ; 
α) Ηϊ)= 

0. « < ΐ < 2* 
. ί(ί+2ιϊ=ί(0 
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Ιΐ, 0 < ΐ < Ε 
, ϊ(ϊ+2ο)=ί<ΙΪ 

2ο- ϊ, ο < ί < 2α 

γ) Η*!=**· Ο < 1<2, ί(ϊ+2)=ί (ΐ> 

6> ί{ΐ)= 

3ΐηωΐ „ Ο £ ΐ< -— 

^♦ίγΗ*5 

Ο, 
ι 2ι — < χ <-- 
ω ω 

4.16. Να βρεδεε ο Ηετααχηματίομδς Ι^ρίαεε των ΰυναρτήοεων ίου έχουν την 

■αρακαιω γραριχιΐ ιαράοίαιΐίν: 

ϊ) ΓΙΟ 

ι 
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Αν £ίκ+Τ)=-ϊ(χ)ί V* >0 τότε να αιοίΐΕΐζί. τε ότι: 

Χ*“*ιΗΐΜι 
Πίίι)>= 

1τ« -βΤ 

| 4.4, ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΣ Μ ΕΤΑΓΧΗ Μ ΑΤΓΣΝ! Ο Ζ ΤΟΥ ίΑΡΕΑΟΕ 

Στις προηγούμενες παραγράφους ασχοληθήκαμε με το εξής 

πρόβλημα: Γιο μια δοσμένη συνάρτηση Γ;[0,+ «) ■* ΙΒ νρ 0ρε^ 

θεί ο Μετασχηματισμός της κατά ΙβρΙβοο Ρ($), Λς ασχοληθούμε 

τώρα για λίγο με το αντίστροφο πρόβλημα: Γιο μια δοσμένη 

συνάρτηση Ρ» να βρεθεί μια συνάρτηση £„ της οποίας ο Μετα¬ 

σχηματισμός του Ιβρί&εε νρ είναι η συνάρτηση Ρ, Μια τέτοια 

συνάρτηση θα την συμβολίζουμε με ί~ *{Ρ< 5)}. όηλαδή γράφον¬ 

τας 

ίίΐ]- Γ*ΜΡ(·)) 

θα εννοούμε άτι η £ είναι τέτοια ώστε: 

ί(£ίΐ)ί»Ρ(») 

Ο Γ'ΜΡί5!1 λέγεται αντίστροφος Μετασχηματισμός του ΙϊρΊβ- 

εσ της Ρ, 

όημιουργούνται άμμεσα τρεις ερωτήσεις: 

1) Για μια δοσμένη συνάρτηση Ρ, υπάρχει πάντα ο αντί¬ 

στροφος Μετασχηματισμός του ΙαρΙ&ςο* 

2) Όταν υπάρχει ο αντίστροφος Μετασχηματισμός του ίβ- 

ρΐβίβ, είναι αυτός μοναδικός; 

3) Πως θα βρούμε τον αντίστροφα Μετασχηματισμό του ίσ- 

ρίβεο; 

Η απάντηση στην πρώτη ερώτηση είναι όχι αναγκαστικά.Υ¬ 

πάρχουν συναρτήσεις που δεν έχουν αντίστροφο Μετασχηματισμό 

του Εαρίατο, 

Για την δεύτερη ερώτηση η απάντηση πάλι είναι γενικά 

όχι. Για παράδειγμα από την σχέση 

| α“βΐ£(τ><11-Ρ(®) Π) 

προκύπτει άμμεσα ότι αν £^ και ΐ2 είναι δυο συναρτήσεις που 

ταυτίζονται σε όλα τα σημεία, εκτός από ένα πεπερασμένο πλή¬ 

θος σημείων που διαφέρουν, τότε η τιμή του ολοκληρώματος στην 

111 είναι ίδια και για τις δυο συναρτήσεις.'Αρα και οι Με¬ 

τασχηματισμοί τους κατά Εαρίποο ταυτίζονται» 

Η ερώτηση όμως παραμένει. Πότε ο αντίστροφος, όταν υ¬ 

πάρχει, είναι μοναδικός; Σ’αυτήν την ερώτηση απαντά το επό¬ 

μενο θεώρημα, που θα διατυπώσουμε χωρίς απόδειξη, 

θεώρημα 4.1Ζ (θεώρημα τΰυ Ιβτεή) . * Εστω ί»8;[0,+ ·*1 -* ® 

δύο συνεχείς συναρτήσεις οι οποίες έχουν τον ίδιο Μετασχη¬ 

ματισμό ίου ΐΒρΙ^ςε. Τότε £{ιϊ·£(τ), νέ 3= 0» 

*Ετσι αν γνωρίζουμε ότι μια συνάρτηση V έχει έναν συνε¬ 

χή αντίστροφο Μετασχηματισμό Γ, τότε δεν υπάρχει άλλη συνε¬ 

χής συνάρτηση που να έχει αντίστροφο Μετασχηματισμό ί. 

Παράδειγμα 4.22, 

Αλή ΐθ Πβρίΐ&ίίγικι 4.1 έχουμε άτι»; 3 >0. Έτβι ο *ντί- 

σ τρύγος ΗίΠΜχη.ματισμός 1»&ρ1αε« της Γ(ΰ)= “ είναι Π συνεχής συνάρ¬ 

τηση ίΐ τ >= 1, Άμα αιά το θτώρημά 4,12 Λεν ν * ά ρ χ £ ι άλ¬ 

λοι συνεχής αντίστροφος Μετααχομβ- 

τ ι 0 μ & ς της Γί β)= ■— . Κιομ€ί ήμως υο υισρχιι βουνεχής ην- 

τίσίροφ€Κ Μετασχηικιτίΐΐιμάς της Γ, Για καράτε ιγμσ ίσΐω 

Τ^τε: 

ΐ )- 

1, 0 <χ <3 

2,1=3 

I, ΐ > 3 

Γί^ίτΐ)- | ο"*ν*)Λ*± Γ*"*1«* |«~3Τάΐ*”- £ >0 



306 

Δι*λα&4 η ασννεχιΐΐ συνάρτηση £ είναι ειίσης αντίστρσ*ος ηζ τασχημίιτίσμίίί 

ι Πΐ ίί^)-— * Τονίζουμε» για μια φορά ^πόμα, ίτι ο μάνας συνε^{ αντί¬ 

στροφος Μετασχηματισμός Ιβρίβαο τπϊ Γ ( η ϊ - -^- σ ί(ΐ)=1,νί>(λ 

Ας ασχοληθούμε τώρα με την τρίτη ερώτηση. Υποθέτοντας 

την ύπαρξη μοναδικού αντίστροφου Μετασχηματισμού ί^ρίατσ για 

μια συνάρτηση Ρ, πως θα τον βρούμε; 

Πρώτα αιΓόλα χρησιμοποιώντας τα θεωρήματα ιης Μ.3 προ¬ 

κύπτουν εύκολα οι παρακάτω ιδιότητες του £_ι(Ρί*ΙΚ Αν 
Γ'1ΐΡ(β)}■£(τ), τάτε: 

α) £-ι{ει*χΐ9)*€χ?Λ{*)}*ει Γ"Μρ, (*) )*<;, ί^ΜΡ,ί*)} 

Ρ) ί-ι{?(5-α) -*“*£(*) 

νϊ Γ’*{β"<Ι!3Ρί5Π- 
[ ί{ ι-α), τ >α 

* 0» ϊ <σ 

δ) £-*{««»))-3. ί(Χ) κ.τ.λ. 

Οι μέθοδοι υπολογισμού του Γ“1 αναλύονται στα παρα¬ 

δείγματα που ακολουθούν: 

Παράδειγμα 4,23. 

®“ ίρβ*“ ιον Γ"’ {ΐϊ?£τ] 

1η μέθοδος: Έχουμε: 

Γ~ι 
β*-2·*3 

* »-1 [ — 33+7 
ί - £_1 1 3(5-ι >+ιο | 

Ε ί(β-1 )?-4 ) |-Γ Γ (ε-1>Ι-4 ) 

-3 Γ_1 I ϋ „ 1 ,Γ /«- 1 ί 7 
31 1(β-ΐϊ*-4| ί Γ |(3-1)2-4 

- 3β τ οαδίι ϊί +5β^8ΐπίιτ = μ« ^1 

2η μέθοδος (ανάλυση σε απλά κλάσματαΚ Αναλύοντας σε **λά «λάσμστα ί- 

χουικ 
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381-7 _ 35+7 λ _§_ 
32-ίβ-3 {η-3) (5 + 1ϊ 5-3 β + Υ 

^ 3ίΐ+7 *Α(β + 1ϊ+Β(β-3) 

α ίο ιη\ι ο ιο ία ε Ονο λα β-οίσκουμε Μ 4 χαι Β--1* Αρα: 

£ "1 
35 + 7 

3»-Ϊ5-3 
= 4β 

3ΐ -τ 
-* 

Παράδειγμα 4,24, 

Είναι; 

=ί-α/ϊΧεοβ Ή. , 1 .-((/«νηΙ. 
2 /7 2 

Παράδειγμα 4.25, 

.-ι 1 λ-*" ί 
Ας υτά λ ογ ία ου με τον £ { 8(8ι*2<+5.)1 ' *Ε*ουι,εί 

--Ι ί-^Ι-Λ "..-Ι _ (-1 I_1, ί _ [ ί I- .1 
1 1 3(ίϊ?*?5+*)1 " |3{5Ζ+25 + 5ϊί 1 9(6ί+23+& ] 

Αλλά 

_ ^ Ββ+Γ 
β(3ζ+2ε+5) " 3 81+?β+5 

1 1 2 
ικ άκου Α— ^ ι Β—— ^ » Γ·“ ^ 

Ευνειώζ: 



1 I ϋ(3*+23+&) |= 5 Ε 1 |τ}“τ Γ 

- 1 Ρ'1 |Χ|_ 1 ζ-ι I *+ι ΐ _ι_ * 
5 13 | & | ^+ΐ}3+4 | 1(( * 

_ 1 1 -I _ 1 -ΐ: 
- ^ ’ 7 * 03ΒΪΪ- — β 3ίη2ΐ 

(β + 1>*+1| 

Ας θεωρήσουμε τώρα ταν 

"18 

Γ (β(82+25 + 5)1 =£ **Λ·)ί, <ΙΜ ?(&)= α(*ΐ* 

Αιό την ςβιάτητο γ) ι£ναΐ»ΐ 

0. 

βίβ^+ΐβ+δί 

(-*1·'"«β>1« 
0 < ΐ < κ 

ίίϊ-ΐ), Γ>1 

Είαμίτνως 

■*(ϊ 

ια 
(8* +28+5Τ) 

[ Ο, Ο < I < 1 

,Τ·Τβ <ϊ *"»>- ^Γ'^^βΙλΙΙϊ-ιϊ. ι>. 

ΰ, Ο <1: < 1 

.1 _1 "(*>*) 1 -ί ΐ-τκ Ϊ 
5 5 3 αο*2ΐ- — * 3ΐηίϊ, τ > , 

Τ £ Λ ς, κ ·τ£ λοί,ίάν έχουμε; 

Γι ι-*~τ* | 
3ί834ΪΒ+&) | 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

7^'β "(«β2ΐ + |-8ίη21)3# 0<*<« 

Ί* [(«ϊ-1>ΰοθ2ΐ4 ί5-^-) βΐπίί],* >* 

I) 

4-20. Κο αιοθΕίΓξετε 4τμ: 

α> Ε-» (ροο3@.1-ΜΪηΑϊ} 1 -α.1: 
' β 

(Ε+α)ϊ+&1 | & 

·> Ε'* {^ϊϊ} =.-3ι{«.«-|.ι»«) 

4.21. Να νίαλαγμοετΕ τον Ε ' ίΓίβ)} ί*ν 

α) Γ(η)3 $ι^48+ΐο 

* *./ ϊ_ 3*-» 
■ί 5 ^3 2+4~ 32 -16 

.Λ ρ(_,_ ί»*!)^ 
Τ* Γίθϊ" 93+3 + Ι 

, , . 1342843 
Κβ>- ^ * +23 + ϊΉ 3 3 +23+^1 > 

Λ) Γΐβ1= ΐ^+ίΤ7 

1 
οτ> Γί3Ϊ- ΙηΡΤΠ 

4,22. Να αιοί(ίΕΐτι ότι, 

.) ΕΜ | 3β— 
_ _3 -0/3)ί_ 5_Τβ-<3/2)ΐ 

4+Βί+12Λ+^ ί * 4 * β 
^ίΑ'Μ% >*> *αΑ4μ*\ 

' ^*1'3·1»9(τ-3)> ΐ >3 

*,-. ι_·^_-ΐ = 
03 1 |5ί-28+5] 

Ο, ΐ <3 

ί) ί*1 (ϊ^τϊττ} =7«™«*Γ8ΐηϊι 

*.μ. Λν Ε .'«<*>!=*<*>» νο «ο^ίξίΤί Λι.1 

\Ι 

Γ-ΜΓ^ηί^^’^Ιτ)- 
α >0 

§ 4,5. ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ ΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 4 

4.24. Να αιβόϊίξ*Τϊ ίτι-· 

π- , 4 36 12 . 28 
α> Ε{ι*#:,ΤΛΐ1-3βίϊΛΐ+3αΰβ2ϊϊ='7Τ * 7* " 

β) (3{β4ίίθ8ΐΐ3ΐϊ= 5?:^^ 
3-1+ 



γ) £{(ΐ ί*1>5ΐηΐί2ΐ-^ΐο<Ηΐι?ί}= ~ ΐ■ 
(β2"4)' 

6} Γ{5ίΠιΗΐ·Βΐηί)= — 
5 ^ 

4*25. Ειι^οης όΐι*: 

λ) £{?<*)}= 1 * ίιου ί<*)* | ' ^ * , £(ΐ+2ϊ = ί(ΐϊ 
β Π-β > I 6, ] < ι < 2 

βϊ Γίίΐί)}- - όιου ί((>ε 
ίΰβί, 0 < I < ■ 

, &!«<:, Έ > ι 

γ> £ίί(ι>ί=^ϊ + (ς|| - ^ - |·)* 4*σι1 ί(ΐ>? 
ι, Οΐΐ<& 

-ίΐ-α). Χ»α 

4.26. αοι.Ις **ν*ρτΐ¥«ιΐ £χοιη> ταυ* α*<ίλ£ηιβους Μίΐίκΐϊ^τυσμο^ς 1*ρΐ&αι 

*> 
ε-? 

8*+43+3 5) _£-1 
3(β^+1> 

*+! 
α<8-1)Τ 

<0 
45*12 

3 5 +03*16 ψ Γβ-ικβί+ΐί (β+3 Κ »**£«+?) 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 



0 ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ * ΥΠΟΔΕΙΞΕΙΣ * ΛΥΣΕΙΣ ΤΟΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 

1.1. 
Μ 

1.Ε* <*ί 

6) 

1,3* α> 

ί>> 

1,4, «} 

τ> 

1*5* *ϊ 

Κεφάλαιο 1 

ϋ3 >^χ+χ 6) - —-—-ίί^+ΙοβΙκ! 

3* Υχ 
γ) -2 V!"*5-V* ΑΓ3ίηχ)ϊ 

“·|^(ΐ+0Κ ΕΪ ίαβ|χ|+ΪΛΓΐ£Χ 
Β --Κ* 

-ϊ-ί-ξ-ΙοϊΙΛί-ΙΙ β> *ββ|*β(τ+τ)| 1,1 

4 1 -λχ 
0,) ΑΓ,1η2* 

_Ε 5ΪΠ?Χ 
2 4 

χ_ β1θ2* 
β| 2 ■* κ> -τ( 

1 /£Οβ4Χ +0Ο5ΪΚ 

— ΑΤϋΙ — 
ο α 

Ο 1όκ|* ΐΐ| ϋΤΪ -γίΐΕΧ+χϊ 

ν" -Αγ-3 1π- 
X <1 *»ϊ*« 

ο- να'-«! 

5-ΛΤ*ίΓ^-4 7 π ί 
Μ 

νν +**♦ -γ- Ιο^** νκ1+ηί I) - 
ιι^Κ 
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*.6. 3.) -■ X 

ίχ7^»· 

1-7, α> 2( ν^Η+Τ-ϊϋ^ί 1+ ν*+1>ί 

^ &&Αγ*ϊπ}{ 
1 α 

1 -Β ■ *> 103 ίΟΗ-^Ι 

,) .χί(Ι/*) 

ΐ) Αϊ-ϊ£ ^αχ» ~ | 

1,9. β) ΖΑτΐβ, 

Τ> ίΑτβίΓι Ϋ* 

2 | χ* | 

β) γίπ1η)1«Εβ,)νί 

4) Λ „“*-'** 
α 

βΐ Αρίβρ* 

6) 

<ττ}^*Λροοβ^1* -γ-}- ΪϊΪλλλ7 ■ -γ- 

^ *τ»°«’{^τ} 

&> γ «"Αγγμ *^2- 

1*10, 3) κ5ϊηχ+€θ5* ρ) κ(ΐο^κ-ΐ) 

1 > 
"ϊ1} χΛτϊε** ’^-Ιθ'βΐ Ι+χ*3 6) χΐ^(ίί^[£03χ| 

ΜΙ. ») κίΑτ*1ίίχ>*+2 γΐ^>Γ3ΐηχ-2κ 

&) γ * 1/Α»Χ ?+γ Ιο® | χ+ ^Αμ1! 

γ) γ (εοα( Ια^χ) ι^βίΐϊί 1θ£χ> ϊ 

Αϊ χίοςΐ Vϊ-χ+ ΐΤ+χ") - — χ* ~ Αγ3] ηχ 

1*12* α) -β ^(χ'+ϊ) 

* ' (“?“ + 4 } ^ϊ1ί+( * \ "* "7 ) «1τ»?χ 

ί^ΐ*10χϊ+21)*1ιΐΰ(+χ( ί(χΛ-ί0)οοβχ 

1.13* α) "γ ·β ^ ί ί χ^ _ ,1 ϊ 3 ίη χ-{ X·-· 1}1 ϊ 03 χ ) 

«χ 
*}Ί^ξΤ <“«··*+** ί»·*>- [<*Μ*ΐΜ***+2αί·1ηβ*] 

,* χβκ * 
*) ~ ί χ-1 ϊ- —- (ρ<χ*ϊχ*2*ί*2χ) + -|γ (ίίχΙηίχΟίϊοβϊχϊ 

α ι Α ?3ΑίηΒχ-Ιΰύ36χ 2αχ 1 
2 4^1+Ρ-"* ΊΙ'®*#· 

1*14, &) γ- 

^Τ^^ί-Γ -τί'ο^ίχ· *-τ) 

γϊ 2 /χϊΪΑΓ3ΐηχ+4 V1*Χ 

*> (Υΐ-χ^ιΐ'βΐπχ - ίο^ 

() .έ.βηΑρ1β*Γ_1 _1 ^ηχΤΗΒ 1 
* 1 ® ·2^ ^ 

0τ> V ί+χ?Ατ(ίχ-1οβ(χ+ VI**/) 

Μ5, α) . * -ΐ,-*· 
1*εΰίΧ ® 2 

χ*2 

Ϊϊ 

&1 

χίηχ-ΧΐΡΒΧ 
(’ΟΤ.χ + ΧΓιϊηκ 

■Ιηχ 
βθί2>:*-κ?5 ίηχ 

1 ί Α ι χ '’~ί ■ ί~Μ Ι,3ΰ. α>—γ-1θ*γγ-* 

βϊ 3ί(2- ί^ϊ^β 1^*7 ΐϊ.ι*^Π 

ϊ) χΑιχΰβ ^^^-Αγϊβ Τ^Γ 4 ΐχ 

Μ γί*'-2> Υ*-***2Α»1»-|* 
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*πω 
ϋΊ} Ι+Ηΐ! (*ί.ηω+ι»ίοβ«), <ί1ου ^ 

Ε> -β^»γ 

η ί«Χ 

ϊίΰ3χ-^1ηκ 

«> -! [ 1- 31-ί (ΐ+ “Γ) ) 

ιΛ -^χ*1α®ίΐ®χ).ιΐοβ|ΐ8-ί- | 

Κ 3 7* α) Ιο^αΑ =*ναΚ-νΑ 
ν ν-1 

Ρί χν-1^, β ^ 

γ) Γ τ κ^-1 ΤΪ^+α’ ν-1 , 

ν ν “α V; 

Ο Λ =·μ81ρ^1Βμ + _*<^1>£ΐ . 
ν (Μ3 *ν3$3αϊ+ν*ΰ* ν~3 

I > ΐ νρ* 1} 6ν=χ{ (Ι+Βχ^ ) ',+ανρβ 

I.». 
. »> 

ί> -Α-Ατί,, “ί_ 

ντ γτ 

γ) —!—Ιοβ [ ;νΤ«^ϊ 
2 Ί^-Εχ+2) 

6) 

>» ντ 

±1|Η& 

α+χ 
α-χ 

ΰτ* ~^ΓΑ;Γΐβ"ί^"’ Ί" 1οβ*κ*+12**30) 

, 1 , 

— ^£<χ'+νχΐ5ί-Ατΐβίχ+2) 

ηϊ“ | 1οβ(ϊ*κ^ί»χ+ΐ7)·τ ΑΠ:*-^” ] 

1,20» α) χ-?1οβϊ*1+2χτ2> + 3Αρ1:*(χ+Ι) 

·>^ ^ι«ι*πϊίρ^ 

(*-ΐ)2 χ 
τ) 1ο*"ΠΠ-ΉΡΤί7· 

“ΤΓ’Τ151 

κ-2 
χ*1 

*) 
&5-α3 

1 , X ι » 

τ^τ^τ^τ 

οτ) -^- Ιί^Ι*1-!! + -£■ 1ο*ΐ X1 »1ϊ-21οβ* 

_, 1 . χ7+*+1 . 1 

<>ν“*-ϊΠ^Γ*7^ϊ 

2**1 . * -—*■ ϊ* 
ΑΓΪ&-— +ΑΤΪ8 

Υ5 

[Χτ1_1 

V* ϊ 

η) Αί·ε$ 
Μ -1 

, Λ1 ,1 Χ+1 .1 .__ Χ±1_ 

1-Ζ1- Β>Τ Ν^ΜΧ^ 16 ^ΤΚ 2 

Βί }Α«·ί^»Τ χ4ϊ^ + «.ΐχ^ίχ+2*1 

γ) Τ' 
β 

χ +1 
!Π - 3ίχί + ΐΤ δ> — Ιο® 

ι>7 Ιι»«*Γΐ~7ΤΓ*Τ*Γίίκ 

. ΐ'ϊχΝίΟΟχ**^ 67 

">-8,(μΜ)> Γ**** 

ι,β..) ^«τ^-»*..-ΐΓ«κ,υ& 
χ+ ^5ΐΙ+ί 1τ3 μ 

9> ίο®, 
ΐΓι+χ- VI-* 

****¥& 
ντ*7+ γϊ^: 

τ> ( χ-ί) +4* ΙοβΙ κ* νϊ^ι 



&> ( Υ*-2) νϊ'Κ-ΑτϊΙη Υ* 

*> γ*2/3^ΑΠβϊΤΓ 

'>6 [τ 1”1,3/ί- τ < «Μ,Λ* τ <»*1)7/6- 

-’ς-ίχΗ)273 

γ1α« - 5 

* 4 11 

• ^ -ρ-; ■_ , * ^λγ.ε 13^ 
< ίχ+ϊ-Υκ^Ιϊ1 3 |^χ-Χ 

ϊΛ**Τ 
*+?+ +?χ+Τ 

γ) 

Κ α) IαβίΧΊ-1+ V*2 +2 *+?>+ 

βϊ -2Λγ*λ .]^+*η-ι 

»* νΤ—νί7^ 
6Ϊ “ ί*+ ΐ/Τ*7!)*- Α 1ο§]χ+ Υ^7^ 

ο _ί_ι.τ [κ+ *ν~2*Ϊ3-<Μ 
Υ^ ί *♦ ^*ν£κ+5 +^ϊ I 

*Τ * Τ (“* τ ) ^'·κ?<·κ+1+ ~~τΙο* Υ3χ7-3*η + -^(2κ-1ϊ 

5 > φ |ΐ κ+2> VI-^-κ* ίΒΑτβΐη -ϊ±2- | 

Υ2+2χΓ-χ ηΐ --1θο 
7 Υϊ Ϋϊίϊ?« 

γτ 

+ 1°8.ίχ + Υ*3+1} 

' θί Τ νΐ-ίκ-Μ!^ίΑΓ3ΪΠ^ϋ· 

ίϊ 

*'τ{*~τ) Ϋ***-1***** 4 1°βΙ?*-1+ Υ*·1-^ί 

*.) - -- - Iγιο ί 3ι-:ίΧ*7 Υ3(χ8+Χ+11 } 

νο I « I 

«) Ϋ/Χ7-?** > 
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ε) Αιτοβ 
< *-1) γΐ 

οτϊ Αγϊ£ Υ^Γχ+δ 

1 Ο 1ο8 I -Υ^« 

2γΤ I ν2*->Γϊ+*Γ 

η> γ Αοκ 
Γ-, 1 νχζ+ι+ Υίχ 

/χ^+Ι+ϊΐ 
+ ΙΟΗ 
ν? Υ*3+ϊ- ν?χ 

Κ21. *)±ηΥΪ+^*Υ^+^χ'γϊ+±**ΥΪ+-ϊΓχ>Υ? 

ί) --ί-χ^α+ϊχ1}*73 

γ ϊ Τ ' Τ 1ΰ* |"5^( ' ίκ,υ ι: νι+κ'1 

Υτ^+χ 

ΫΓ=* +Χ ~χ 
- — Αγιε η*7 

ί) γ 1* Υκ+ ΐΐί-3) νΤ+ν* 

"’ΐΓϋΤΪΪΤ-Τ16*-^ 
ίΐ + 1 

1 *,ΙΒ>-1 
ϋ+ι ? Υ3 Υϊ 

Κ27. ο>“1οβ |ΕΕγ | + -|*Ιβ*|ϊίγ -β|-1οε|ϊ*υ -ι| 

Β) 1β&|2+*1ηχ| 

γ) -^Γ1β»|ι>(τ“,'ί·*«*τ)| 

6ϊ Α 1*^5ϊίηχ+£□£χ|- Α- εοκχΐβίτικ+εοίχϊ 

ί> —- {χ+1θ8ΐ®Ιηχ+<οΒχ|) 

αι ) - -- 
ΐ-ΰοβχ 

1-2β, α) 1οβ]0ϋ3>ι+5Ϊηχ| 

β,ΤΛΜ* | τ(ίίΒΤ’")1 

ίιον “=1^Γ « 
Μ 



γϊ —Ατϊβί νϊίίκϊ 
η 

κ) ίν*ΐ* 

ατ) —— {1β£(βίϋχγοοβχ- γ&Ιηίχ) γΑτβ1η(*ίηχ-εοβ.χ}} 

. βί ϊ ν^ι* 

β) “ ί τ^κ-ΰΐ^χΙ+ϊίΐΒ^κ-ε^^ϊ+^^ΙίκκΙ 

. 1 Οόβ1^ 3 _. I ,..Ι 1+οοβχ 
ΐ) ϋίί.** Τί0βϊ1+— 1ο*| 1-ΕΟ&Κ 

6) γ *1η]χ· -|· ιίΐΐ*χ+ -γ *ίη'χ 

γ) Γ(ν.>ρϊΓ2^ν-1,ρ-ΐΗΓ(ν-ϊτρ) 

Α) ώΐυ,ρϊϊϊίΐν-Ι,ρ-ΙΪ+ήίν-ϊ,ρ) 

«ί νΐπ^ν; 

I* ο) — β!οΙι,κ+'|'βΐηΐι'χ ί) ΙοβΙ^βΜ 

γ) 4* Ιοκ Α* ~λτ*£ V*Εί** *ϊ 
11- I 

ϊυοΐώ ή λόθοΐ. 

I) Α 3> Α 5> I 

6) Α 

2) I 

7) Λ Η) Α 

4) Α 

9> Λ ία) Ε 

52) 

1.32. βΐγ*2* 

Β) 
Κ-* ΥΓ-ΧΤ >ΛΓΐϊΰβ1ί 

1+*Η 

Υ> »1οβ ϊϊΞ- 

&) * 
κ χ-1 

χ+1 

1.33. ο) *κϊη^-- -γ1 

Β)^ νΐϊ^ 

γϊ *ΐ*·γ 

6) Ιαβ 
χ-,,-ϋκα* ^?-?χε0*^41 

ίηα ί 

Υ2*+ί 
ε)  -τ:— +1ο£· 

νϋϊ+ϊ-Ι 

Ϋ2κη*ι 

α ι} Ιο£ | χ-κιΙοβχ \ 

1 
Ο χΐ 1-1θ£Χ) 

ή) γΙϊ>Β|1ο&κ| 

, .. .1 7 ** 
1.34* α) ·7 * ^ 

Β) — Ιοβία^β^2!»^-Αγ+βΊ- " χ “ α 

γϊ κίβκ* 1θ£ | «οβ*I - -γ-** 

6)|χιΑ«|Μ1+γ Ϋϊ*** 

ΕΪ χΑγηΙΓι+ΑΠ£ V*" τβ 

ρτ) χΛγ ΐ β(14 Vχ)'** Υ*~1°ΚI**? V*421 

I ι- γΊ^*! ***»« 
Μ-ΊΓ~\- · * 



ι 

- ^Γΐ1ί 

η+Ρ * 

35, α> 2 νϊ·Τ-1-2ΑΓΐΒ ΐ/*Κ~1 

ί) ϊ* νΐίΐ*-Η νΐ*ί*-ϊ!θ{| Ί^*-ι 

νϊϊ^+1 

τϊ ι 
«ίηχ+ΟΗΧ 

Αϊ - *+? ν? . 
"ϊΓϋΤίϊχΐΤΓ >4 ΛΓίβ· 

χ + 1 

ν? 

Ϋ*+\ 

Ϋχ-1 
■> - -^-1"8~*2106 

0,1 - Λ. 
ΐϊ17! * 

!> Ϋχ’ΐΟϊί 1«* )--!.*■.4. 1οί1«,1| + -^-ΐοί{,'-*+1)+ 

τ @^ς - ΕΟΒΧΗϊ.ΕΚ-Χ 

Β} " ν^-3χ-Ατΐβ γ~1- -Α- 

?κ* 1 
»> * ν*7-κ+1+ X 1ο*ΐ2*-1+2 νκ*-κΐϊ| 

» 

*) ίου 0*1, ν.'Λ ■ * Ρ* *Ηβ"+1 

βΛ+1+ ΐ/β^+^ + Ι 

στ} -Ιοιϊϊ^-Ϊλ+^-ΑγϊβΪκ-ΙΪ 

','*'(Λγι**-ϊ53') 

.ν ·*Η+1 β 5»-Ι 

2*-1 

νϊ 

ο ά^Αΐ-Τβ^- τΜ | 

Ϊ25 

β) ΑΓβίή | ν&1, ('ζ"11)} 

Τί # I ΑΓΪ8 - —- +ΐοκί ι*κ+ ΐϊ+ϊί1** 
* I Υΐ+ΐΒ'* 

Λ} 1οκ|ι+ι*τ1 

ιΙ ~Εΐ8?4*1ό®| 1*εΐΕ*! 

. 1___ * --;τ Ατΐκί^ΐβ*)1* ®ν 
ϋΤ * ο. 1«αβ1 Χ-Ϊ&19Ιη*ΪΓ ϊΐιβίαΛ-β3} ' 5 * 

-Λ- (5Ϊη2κ-2κβθ32ϊ() « 
θα* 

1*3*.. η» 1* 
1 γΐϊϋ+ γ&χ 

ο-τΐ^-τ^1^ 

Υϊ 3ί1β*|υ|-ΙβίίΙ+νϊ^>-Α«1»»ϊ* 115 

{) - ™· 1θβΐ ΛΤ ν*3-·})* “ χ( 2λ -1 } ν*?-} 

ι ) χΑπκ νΐ-Λ^“ΑΓ5ΐΛΚ* ν7Αϊ·ϊ£ —^_ ^——^ 

η)«Μρ. Ιο,11«’ >- Ί 10^(1^ >-3*Α« Β^ί 1«">^ ****>’ 

Ο-^-ΑΠβ-^- (»· ·'«« ^"ι^) 
ν? 

η1_ *ΐΚ·—>ΛΓίΕ* 
η,Τι*ι*:> /ϊϊ* 

Κεφάλαιο 2 

Ϊ,Ι. αϊ ΐΛΡ(*ί·-~(θ+ 4ρ*°) = ϋίΡ'ί)ΐ"(-!"ί1ί ~3^~ 

αΜ>*-§-Μ+ ιβκ 

τ» ΜΡν,ί) = Χ-2 , υ(Ρι)1ί>ο4,^ 

Ο * Ρ *αΐ> 

■( ν?«ι) 
3 
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!.Ζ, Να ΐργαοτίίτε ίΐ#ί ατύ 2,2+ Είν», ιίΡ #ν, X/,. _Α . ί Α 
ν' 1\* 2ν + 2νι ^ 

"**· «ν«·*(**·£*ιίτ) 

3' '1 ίΐ“'’1θ"Ε Τ"ν Ρ=ί-1-«, .*.<!=*„,,.. «!) χΜβί. 
“*'« ίο 1-1,1) Οί ϊν Λα α.οίραο αίματα, 

9) Μα *^Λ«« το [ο,ΐ] οΕ ϊν Λα τ,.οί^ΜτΚμοτο. Τίτο 

1,(ίί*·,,,^Γ· υ(Ρϊν>ί>*Τ 

«ο ταρατ^ΰζτΐ ότΐί ηψ< ίίκ) ^βΙχΗ Η * ν*6 [α,υ], 
β 

β* αϊ Μα. ΙοϊΡετϊ υίιίψπ, τρ Λα,ρίϊΛΕΐμγίΑ 2,2. 

βϊ Η® Αάΰρτί υ«είφΓ| την άσκηση 2.3, 

τ) ΜΡ*«*τη^-· «».«-■*■ 
1 

ν -1 

?. Μα Εογοοτείτι 9«« οτι.[ εμη^ ί «Β, ί (ϊ , 

>- ·) «* (βτΛπμα ί.β) 9) Μαι ,) Μ., 6) «(,1, ί,ν *ί„Ε, ,„γμΛη 

’· ίΛ ΚΖ ·ί Κ £·© 

ο1 2. 
•■"■ί* "ί*- “/;§Γ ■·/*■<■ 

Ια Να ΕΡϊαπΤΕίΤτί Αβ*,* οΤ()ν Εφαρμογή 3 ίης 42ι^ 

ϊ. I ·|*)±ΐΜΐη-ί-.((;[Β^. Μ1> Γ'ΐοΙτΟ, Η οτιοΜριηοη Γ=Γ’ εΛ 

”'- *"“** «™ Ο "»<■ <«<· το βΕΛοοα 2.19 6τν £«ον9((,οι. Το βτί- 
/» 

ί(κ)ί!Λ=Γ(2)-Γ(-2)-β. 
■ί 

3α Λ«ν ίίΤ»ι. *Μγμ^ ΟΕ μμ* του μι,δοιδί («βρίΑ^τμο 3.ιΒ> 

*. Η Γ δΕ« είναι, οννε*^ γ^ο *=0 και κ=1. 
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2*15. Γΐχ>* 

γ·* *«*« * 

κ <2 Εϊ-’ναί. ιαραγιυγ£ανμπ υ*-® * + Ζ 

1 , ϊ < X * 3 

Ζ.ΐ5α Να Εφαρμ^ιε το δώρημα ιαρα,ΥώΥϊ,ϋή,ς σύνΑί-τΐΊί ίΐΝΡρτήίΐκί* 

2,17» ®ϊ ***** &ϊ χ γ> *ι«ΐβρι Αϊ-Βχ'ΐρβ* 

ί) -1αβ,χ+31ί>Αϊϊ* <π*”£Γ ““ϋΓ * 
-ΰΜΚ 

7 . 

() «**)1/2-Ι*»1«')1/1 π) Ε«*-οοο(ο1η») 

ζ.ΐβ. α) Λ,ρΛατο οτο οηκί* «Κι. Μτΐ.ϊ..·- "ίΊ“™ ο» Μ “»>■”*- ***· 

χι,ύτα αν Η άρτιοί» 

I 13 3* «> » 3 
6) γΑι£χε.□ το γι.α ΐ0 1ο*“1Γ * “ ·3ΑγΤΒ 2 

Ζ.Ι9, ΡΊκ) = ((*»1)-ίΙ*) «0 

2.20. „Λ βωοίαιίί ιοί βοοΛηοοη Γ(χ> = ] ί(ϊΜι-*[ *« Γ“.ί 

ΐΙ “ 
και. να εφαρμάβετε τ» θ + Βϋ1ϊ<αΐιο- 

2αΖΐ* α>“-. Να ιαοϊηηρΛυίτε ίπ χϊ-κ-3>0 αν χ<-1 ιβν κ > 7 Ν°^ κ 
Ο 

η-2 <0 αν -1 < χ <ί 3 . 

£) γ2+± γ)-]£ ^2 δ) ΗΤβ Ο 0Τ> 1ο8^- 

Ζ»22α Ηα δτ-αχρίνΐτί τις «ρ4.·τιίθίεςϊ *} 0<ί ί® Βϊ *<ο €* 

γ> 0 < 9<$ 

2*23* Νπ ί*ΛΡν*ί^τε το βεώρημο 2.11»* 

2*21, (ΪχΜμΙ)1, εϊαρίΛτίΙ 2 της !*.*- 

ίι 
Η,ί)(5ΐ+ τ^Ίί Γ'ίχϊ = ί(χϊ=-ϊ(χΚ 0»4τι Γ ί χϊ-0» ν X ε Εο*ι1. 

4 



Μ(3 

^^ “ί*1111 τι>ν δεαψορβ Γ(Η|)-Κ·*Ϊ *“ε να εοαρμύσετΕ ΐσ θεώρημα 2, ΐη. 

Γι» Το δεύτερο να εφαρμίοττε στην Τ τα θεώρημα 2,ΙΘ. 

2.27* Λ)-^+ν^· Να *άκτ« τΐηΐ 

6) 2- -^-+103 2*Τ^ 

γϊ 1+ Ϋ7 

1,2%. α) ΐσ1α/3*1) β) ιγ?-Μ Ύ) 1032-“ ΰ > -^!- - 2 

2,29. α) Να Εφαρμόσετε ΙαραγονΤενή 0ΐσ*λι1ρΜίη 

3) Να βέσετε χ-ω- γ , στίτε Ι^·ΐ/ίΙι·-^-β^ΐ(ΐ+«'1) 

(Π 
32 

3^3 

2.30, ϊτα α). Βΐ *αε γϊ να εφαρμόσετε ϊ^ραγοντε*ό οΑο**ι<ΐρωοπ. Ετο 6) να >ά- 

0ε 1ε νιόψη την ταυτότητα; σΐϊιίϊν+ΐ >*■*!»(?ν-1)χ=2σϊ»ΐνχ·9ίηχ, 

Γ* Γ* 
2.3ΐ. Να αι&όΕνςετε ότε | Η*Μχϊ(0-α) | ίί (6-αΗ*α><1ΐ 

■V 'β 

2,32, Κεα αί' ευθεία* ε*αρμογ^ τηί Ίνΐι,ϊΐαΐίϊοτααηΐ οδηγεί σ£ Αύθα* ουμίέραομα, 

γςατιί Τ) αντίστροφη της *-*(τί οέ>/αε η κ*2ΐ Ϋχ. Να γράψετε το ολο- 

ι*1 /* 
·ίΑ·ΐρ*μβ {χ^ΐ'φΜ^ ίκ-2ϊίι3)ί 

2,33. Η ΐβ“ δεν σρίςεταε στο τ. 

2.34. ί ίίΑΓ»1πΐ)ΐΙΐ+ Γ Π ϊ-ΑτείηΐΜττ Γ ίί ίιΜΓβΙηεϊίι, Να γράψετε το ο*ο- 
*θ Λ ·ι 

Μρωμο σαν ίθροεαμη τμεαίν ολοκληρωμάτων στα δεαοτάματα * 

) · (τ * 2*) 

3ι 
I 

2*3ϊ, Μα θέσετε υ· — 
τ 

2.36. α) Να θέσετε σ= γ Β3 ίίκγ>=^ ^ + ^ "ηρ - Ι“ΐ* »'« θέ- 

τ) Να θέσετε αετό ΐ.= Χυ 

32 7 

2,37. α> Μα θέσετε ΐ=*-* 

2.38, ο) ^ ίί«Μχ= Ηχ)ό*+£ ί(χϊάχ- Ετο α* να θέσετε χ=-ΐ 

β) Να εφαρμόσετε το α) 

ί·*τ Γ* Γτ ^*τ # 
ί(χΜ*= I Γ( χΜ*+ ί ίίχΜχ+ I ί (χ ϊάχ. Ε τ ο τελευταίο να θΐοετε *= 

ΐ*τ. Αν η ί είναι, βνντκύΐ. να αιρ&είζΐτε ότε η ισράγ«γος νς *ρσς & 

αέναε μηδέν, 

2,40. α} Μα θέσετε τ=α+#-χ 

0) ί {ί{*>+ί12α-χ»<1*= ][ έΟΟόχτ { ί(ϊυ~*)Λχ. Ετο τελευταίο να θέσετε 

τ=ϊα-χ 

γ) Ετο δεύτερο να θέσετε 1= 

δ) Ιτο ιρώτα να θέσετε Ατβίη ^ϊ-ω, στο δεύτερο Ατσοα 1^=“ να ν- 

ιβλογέσετε το ολοχλύρώΐη εου θα εροκμψευ. 

,»* / Γϊβ 
2,41. I ίίχϊάχ= I ΉΧΪ4Χ+ I ΓίχΜκ. Ιτσ δεύιχρα να θέσε« χ=2α-ΐ 

Λ Τ * 

Ϊ 42 Γ_——-- Ρ 1-4 — =-ΑΓ*ίη — ♦ -ϊ* . Τελείά »-? 
I ιΓΓΤ I Γ Γ * * 4 ^*Υ*-ι ^ Ι^ι- ¥ί 

2.43. <ιϊ τΙν+1χ<τ8')χ. <ν 

Ιϊί(ν>=Γ τΐν’2χ Ι^?κ—ύχ« [ ^ΐβχ-ίίν-ίϊϊ— -ίίν-ϊϊ 

-ΰίΙν-ΪΙ.-ϊ^·* Μ<»>. 5^1» *»> 

2.44. Μα Εραρμύσεττ το Θεώρημα 2·?3. 

2.45, Να εργαστείτε <5τιλϊ στην ε^αομογύ 1 τηί 



2-4*_ Να ί.ψαρμΰοι; ϊΐ ΐο θ ε ύρη ι*] 2.23. Ηϊτα αλο*Αηρώνονίας θα ίΪΓ1τς 

; χίο^ΐ+κ* ' * ^ εταρίιΐοετε τον χαυΰνα ΤΟν ί.’ΗβίμίβΙ, 

2*47* Οκι., αφ□ΰ π { δί ι/ ει,'ναι. μαυ^ιονη. 

Να Εραρ^σετε το Πόρισμα του βϋωρύΐιατοϊ 2.23, |=-ί- 
■Μ 

2·5θ. Να, Ε0γαΰ1ΤΕ.ι;τε ίΐως 0ΤΟ Παράδειγμα Ϊ,ΪΟ» 

2Λ)* ο> «ί (ΚΤ|«γι1 να άΐαβι^πι ίτε ί^ίχϊ αύζοοία νν > 1, 

Γν*ιί“,ϊ/ ν*,Λ</ <,(»»«*«*„{><> 
# “0* 

1 I 1 

βϊ ^ 1*-υϊυ Ν^^ίϋΜυ* ^ (|ρ-υ)υ",ΐί'^ίΐιϊ4ϋ= 

{(ΚΜΐϊν ίυ)}(’ +ΐν*]ί) ^ ί χ-υ)1>~*<”*ί:|({ιι)<1ιι 

“<Η ο ιρώτος ΐαρ^ονΐαϊ είναι υηΑ^ν γι,® |? > 1 

2Λ2* α) >^»?Ιθ£^1+ -±—^ β) ι£ο·ηοη 2.21 αΐ. 

Υ>γ [Είναι -1 < Υ * I) 

δ.) Μ· }/ϊ ^Ιηυεία Ταμής ^ — , -Ρ) -1 !*·-£» 

■>«■(*-*) αγί -γα' 

Ο 9 * 9 
η Ύ 

*■**· Ε= (’(^-4Η ('”(^ι-4Κ··(^4^τ 

\ 

) 

2*56- Να 4*»ι οτην εφαρμογή 2 Υήΐ ί2*10 α* 

κ * 2* 
2*57. Εί«ι. ΓΙκΐ^ο, 0ί*<| £ 

νΤΪΙβ1 , ί . ν^+Β7 

2.58. »ί+«14ι«·1> ^ -■ '***· *Γ&*11 αγϊ 

2Λ9. *} β) 



υο 

ε) οτ> 

Ε=ϊ„· [-£-.*.] 

; .1 Μι 
π) 1 

£*61, *) Λ. (ίο νϊθ-1ϊ 

. 3 
Τ> Τ 

ε) α1ϋ£3 

βϊ 1όΒΙβ^ 

Α> 1^3-1 

Ϊ.62. ι) |3ΐπ?ί [<ί+=>*» 
•Λ 

3ίΐι2ΐ(5ΐ;6 
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8) 6α 
γ) 16α 

&) ΐαι1 

ι 1 ι 
€Ϊ Τ 

οτϊ ϊ(β,-1) Ο 21ο£ 

η.) Ρα »)4™ 

2.63* κ*ΒΛΓβ1πίι*£ΐ ϊ* >'»Τ^Τ 

£.64. .= !'=«»τΛ*'Τ | Ι1Κ“Ι"^"'’]=^'! 

2.65. <0 2»! γίϋΰ«11+ ν?)ϊ 
. * $6 ϊ 
6) Ύ <α Υϊ % **3 

\ 34 <τΟ Ύ 

ί,ίβ. «ϊ^ιι*»*»· ί>τ»"»-τ τΙ ίΛ’ 

£.67. 6=7» { "Τ**^ {“' { Γ1>ί,'' "“““Ι 
Λ 

2.68* 2ιο6 (Υι-ϊ^+Ί-ΑΓ·1ηΙ(). *= “ 

6>Τ 

ΐν 
ΐΐ 

__ 
!«πό ή Αήβος;-— 

1) ι 3) Ε 3) 1 4) Α* ί(χ>= V*** £1°' 

5) % 6) Ε 7) Ε *ϊ Ε 3) Ε 

10) ι 11Ϊ Ε 12) Α 13) Α, Γΐά)-Γ(Ο) 

1Η) Α, η β «** *«·■*·* 

·*) I Γ; — ί βίΒ^ϋ 
15) Α 16) I Π) Α. & 2 ^ 

Ζ.69. α) Τ* .1» «='«“■ Η«· »*0'Η' =,““4>,ΓβΤ’ "’ 

%-λ2 -ί·*-*2*»4 <■**· νκ εΐο»ι1* 



ι.η. η. £^(Ι1ιΛ,Ι„ „ Λ((1Μβ 1Μ 

■ΙΛοβη. *“ >««»>ϊ»ντι.><1 «Αα- 
Κ*ΦΑ #·Ι 

2.Η. ν« (*ηστ*ί™ 
> 

Ζ-7Ζ. Μα Μοιτι ^α^.χ 

*'”· " —»*- - ^ 
-,Λ" γ 

*} Μο ποϋίΐι,ί 6τ^ ί Γ Λ *_ 
■I ^ Λ *ν * κρίαβίΜ μϊ 11^. 

** * ^ ΐεϊά να *<ίν„£ 

“■ ■ - -— -“-■·■ - 
*Κ ?ΉΐΟβΧ 

2*76, Είναι οΐθ)*ο *βμ β(ίΐ·Α· „Λ ιΛ 
2 * λ®ί« 0*4+* την (*φ|»τή 2 ^ηΕ ίι 7 

2-77, Ηο £ναρμ^£ΤΕ 10 0ΐ4ιίρΊ Λ Γ* 
* ^ ΐ0ϋ Βθ1ΐβηΰ «** ^νίρτ^ση Γί.Μ^-ί ίίίΜ,^ 

Ί 

2.78. **»> ί «««Λί «|)*-1 *. <Λβ> ν ( 
-ί ,.ι ( *1*^ι/*τ14ϊίβ^Ε.Β]γ(,αί>(ϊΙΑΑ_ 

* * Γ — - Γ 'ρ χ·-« 

ί 0,1*4*· %. .η ■*._ * 
(ί* 

ί |,ι ^ 'ιμ ι*ρ^ τ«<β Ε >0, ) 

“ I ΙΜΛ”1 «-«-· — ρ«*«. ^. 

**"*■ "’ £’ ***“ **■ *«·>*·♦ «*» «η·. .*«] ί«) *», *, 

.κίρχί. *,«(*,.8) ,ίτα,,α {( , 
υ,ί-ν,. , α , ' Λ,“ τ“ β™*1)» τοιτ Κοίι,, ^ 

*β* ,ίτι **<«·*»> Ι2«« ώατι: ϊ·(ξ)»0. 

2.79. Να αιοΐογιίσιτι τα οΙο.ίι,Βίμη,α, 

2-8Β. Να «««..·(,„ ί,., (Π.)-,(,)Β(,)>· < ο 

£2υα. ·1™»Α.*.ί[*,^|. ,-**!» „-(»/,)« 

Ζ,βζ. Να αΐβίείξετΕ ίτι τα αλοχΜρωμα ιίαύται, μ£ “*"* “ν ί κ < ϋ 

-1>* αν η > Ο 
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ηΦί 

2.83* 

2,84. 

2,85* 

2.86* 

2.Β7, 

2*88* 

2.Β9. 

2*90* 

2,91. 

2*92. 

2*93. 

2.94. 

2*96, 

Είναι; 

Γ(μ)- 

, ο < κ * 1 

+*-1. I < * < 2 

Να ΟΡϋ*.·™ ..V Ο^οαί »Ρ οανίνααμ-ί «ί τα β. 2.23 

Να ί*»ρμίο«. την .ναοίτοτα τον ε.«Ν)ί-5αΚ.*Γϊ υ< ί(*Ι*1 ■«>■ *<*)= 

ΥΪΗ^βΙιϊ2* 

ί " ν+3, I Υΐ2α*-μ8]Τ ] 
*ϊ Γν= ] * ^ \ " 3α*1 I 

β) Ηα όίοίIε στον αναγ^Υΐ* κά τύια ν=1,2*.*,,ν «αι « (ολΐα·λασι*^οιτ£ 

Λ(ηά μ2^π ΐιί αχέβ£ΐ*ϊ ιβν &α «ρακ^Ηα^. 

Να ΐίσϊΤί ιρώτα χ-ι-ΐ και* «εχΕί ^ ^ 

{γΗο»'= ινι-4ήίΤη 

ί’ίΛΪ=' 
_I_ 

ι"ΐΒ,(][ “ΒίΐΤΤ **) 
" Τ«ίΐ»3^ 

Νη ςρΥαατείτε ίι»ϊ ΕφβίΜο^ ϊ της 

αϊ Μ β> ί* νΤ 

α) Ι+41οβΤ ^ 1**ι*-Τ 

5 ?-10 α) 

γ I ιβ+ι<*( νϊ)ϊ 

ν-ΐι 

ςΐχ, Η^Υΐατη τικτί 
■τ1_ _■ 

—-γνα α=1 

3 Υί 

Να 0/οετί 

να Β11V νϋ 

ΪΚ=ϋ, να ΚΜρίΦίΤί Οϊ αίΛί Χ^νατα, να β^«τ& 

αλ?,.ΐΕι.τιι την μπαΒίηίί οε * βΐ0, Λ'^°τ 

ατΐ'ΐι οε 



334 

Κιφάλαιο 3 

3*1* ρ ^ ο 

3*2* α> Συγκλίνει οτο ί ρ-1ϊ'ι£λο£2)1~ρ 

β) Ακ0*Αινεί, 

4) Α*( ί,ρίζττ*ί αρνητικά 

ί) Αΐίι|>ί(ΐταί αρνητικά 

<τ?> Συγκλίνει οτο 

Ο Συγκλίνει στο 

ηϊ Συγκλίνει οτά ΐβη (Να &έσετε 

“'4» I ·“<]*+ | ."“ί* 

3*4* α> 2 

3*5. *>-*- ~ΠΤ 4> + *** ι Τ» 

*£» ί) 
3,6. 4ΐν νΐάριβυται γ}, ϋι υκέλοειες υκάρχαυν. 

3*7* α) Να εργαστείτε στινς στο Παράδειγμα 3+$, 

β> Συγκλίνει, θεώρημα 3*5* 

Τ> Μα εργαστείτε ίΐι»* στην εφαρμβγτΐ 3 τη5 5 3.3. 

3.Β, α) Νϋ θέσετε χξ-^* Τ6τ< <β > I 

*ι'^< ν^Γ*ν"£|3,τ*1 

Τ> .1_«ί ^ , V* * ι 

6) Συγκλίνει 

ε) Αβειρίςπαι βετικά 

ρτ) Συγκλίνει 

3-9- λ) Συγκλίνει, ",Γ- Γΰ 
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β) Συγκλίνει, Θεώρημα 3.6· με 

γ) ί3**+2χ)1/ί 

Μ *'-1>γ)ί 

ε) Συγκλίνει 

πτ) Συγκλίνει 

ϊ * 
3/2 

γι* χ*1 

3,10, α> Εραρμώτ4 * τπϊ ί 3.3 με Κ*>=*\ β=^π 

0) ΕρβρμΟγ* 7 της |3-3 Ν< ί ί X )5β1ηΙινΚ, 6 = -γ (*+ν) 

ιΐ 
γ ϊ Ο *ί Λ Ιο^ί ΐ+ϊΐ) < X 

6) Να «ηρατηριΐβετε 6τι Ι^β αΐ^ϊ -* ο 4ταν 1 + — * 

3.11, ρ >-1 

3,12* αϊ ρ+τι>1 4) ρ<Ή-1 

3,13* ΐραρμογή 4 ιτΐί 13,3- 

3,14* Να 6/αετί χϊα^Μ μα». να υιολογίσετε το ρλοκλ^ρυκι. 

3*15. Ι,-Ι,* [ *** | *β'>τ**· ν“ *έσΕΤε 

<1χ 

ι+ Ϋί***2 

3,16. Τα *) ΗΙ 5Ϊ συγκλίνουν μιά (Μ>ν*ήκη, Τα υίάλοΐια συγκλίνουν Βϊ^λυτα, 

3*17. α ί 1) ρ>1 ϋ) ο <ρ * 1 

61 ί) Ρ>1 *1> Ρ * * 

3,1β. Να ιραρμάσετι εαραγοντίΗΐΙ σλρκλ^ριιβη. 

3*19. Συγκλίνει 

3.20. Να ι,ραρμάσπ* την Παρατήρηση 3.11 με ί(χ)= — 
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3*21* α) Ενγτλννει, 

β) Ιαίνει αν ρ>1 

γϊ λιεερύζΕται. &ετε*4 

6) ΐνγηλΐν41 

ΐ) Να, ιφαρμΐ^ΕΤξ ΤΟ Χυτήριο της Παρατήρηρης 3,1* 

^^(ΐ+ΚΪΛΚΪ ί *^*ίχ=^ν^3 

2/3 -»* °ί ^***[ 

3*22* | ί'β τ<1ΐ <ί® 

3*23» α) ΐυτχλένη 

β) ΣνγρΑννίν βίο Ί-+1&5ί?1^3) (4εν βρίς*Τ0ι. ΰτο χ) 

ΥΪ Ευγχϊ,ννίι* 

Λ) Αΐεεροζέταν βεΐΐϋΐΐίί 

3»24. Να ΐΐθ[ΐ( χ-5ίηΐ 

3*2?* α> Ινγ·λςνίν* 11α *3^4Γίχϊ=0 
■ — ί* 

Ευγκίίνεΐ., |ΐΙο ^9ετ[ —:τ\ 

γ> Εύτονη,, 13» (ΐ^χϊ*3 —^~~=0Ύ ΰ<ρ<ι 

61 Λκειριςιται «ετε*^ 

3.28. $1 ρ<1 

Ρ > Ο < ρ ΐ 2 

ί) £υγ·λΐνη αιΑλυτα Λν ρ»-ΐ «αν ν%4 ουνιτική αν -7*ρ ΐ -1 

3*30. α)-*) Να Αα&ίτε νι^η την εϊοαυαΤ[ΐ 2 τοί ϊ 3.7 

-V1 
£ 1 Να 6^αεπ χ=& “ 

3*32. α> Αίεί,ρεζί ταν βετννα 

β> ΛιχερίςΕταε θετική 

Τ) Ατι ερ^εται 0€.τι^ι«Ε γνα <ίΐΕ£ ΐνς Τνκίς τον ρ. 

6| ΐιηιΙίΐΐΓΐ, 

3.33. *Οχν* να διακρίνετε τνς ΐΕρείτΐύαΐες ρ<-ΐ, Ρ:"1. ρ>-1 

3.34* Να εφαρμ&ΓΕΤί το κριτήριο Ο ιιγχρ ί Ο £ Μ. - 

3.35. Ναι 

3.35. α) Να θίσετε ΐ=1ο£“ 

£1 Να Αίοετε ΐ=χ? 

-* Ιωστό ή λάθος.*---■--- 

1} Ε 2)Λ*ρ>1 3Ϊ Α, ίίχ)*-^ 41 Ε 5> Λ, 6εν 

ορίζεται οτο λ/2 6) λ* 6εν ορίζεται οτα 0 ?ϊ Α. 6εν 11( 2ν* £ * < (2ν+1ϊι 

-1, (2νΐ1)ι <* < (2ν+2ΐκ 

3*37* Να Εφαρμόσετε ιαραγοντίΝή οΑορλίΐρωίΐη 

3*3β. 

3.39, 

Ηι 
* -■■ ■ 

Α=1 

1 
3 

, *--,_ ζβ, Γνα το δ^Οτερο να εφαρμόζετε ιαραγοντε«4 οΑβκλιΙρββη. 
* 3ΐ* 

β 

Β^1/ΐ* Νπ ολοχΑηρώϋετε α«ί Ο μίχρε Ν «αν να ΐαρατηρήαί τε ^τι: 

ίί*»+ΐ)3/ί-ο*ι.^)ΐ=4· 
(Ιε'+ΙΪ ' +»#+3» 

3.40. Ηα Γ^ΟίΤΙ Ιπ£Χ=&υ 

3.41 * Να εραρμάσΕΤΕ ταρατΎοντιΐιή ολο*>ήρ<*3ΐη 

3.42. &*ΐί /ϊ+1α5ίΐΥ ν?>} 

3.43. αϊ ρ > 1 £>0<ρ<1 γ}-1<ρ<0 **ι Ρ > 9 

3.44. Να φίβΕΤε /'-Τ και να γραφεί! ΤΟ οίακλίΐρωμο 

( ΛΐηΙ^ Μ^Ι »=1“ϊ7- και να α·ο*ενί«Τ< 



«β 

Ϊ.45. Γ -£-( —** , ί 

^ μΡ Ιΰ^χ X χ^Ιοί*1* -I 

ύχ 

Λ»Λ X *?Ιοι% \ ~χ*>1ο&\ ' Να τ& ■«»«<*» *»ντ- 

ΧΡίσει*!.* 

*·**■ ϋ» χρί(χϊ=ΐ, 11Β χ^ίίχίαΐ 
'"“*1 1—Μ 

„ ■* V 

3.47. *ϊ Ε«γ·^«^ αν 5θ, α*οΰ | χ“6(«ίχ*Μ*= | Τ 4 „*,** 

... «-3 

β) I) α > 0 4 ΧΑ ^ 1 * — 

2ΐΧ .■ ? 

ϋί -1 < α<0 ^ —-ζ 

1+Μ 1+χ 
« > 1 ^ ΰ > Ιιχ ° <« 

1** V 

1ϋ> ο<-1 *-ί-«—ί 
1+χ'α χ^ 

3*4β. ρ >-1, η >_ι 

3*49. Να &έσετΕ χ=ΐβι^ 

3.50. I *<*Μ)[=£ *ΐ*3<1*+£ »ίχ)(3χ, Ιτβ ΐΕΑΕ^ύ^α να β^Ετε κζ-ί- 

3.5!. Να βίοΕτ* Χ^βΐη* *αι να ΛίβίΤϊ νι<ίφη την Γ^ραο^ ϊ τη5 |3,7, 

3.5Ζ. ί ί 0 ?-3 ^ ίι«) 4ϋ-ΐ. Γ^-β τα άεΰτερο να κρη^ιμοιβι,ιΐιΐϊτε την ανισότητα 

Ίων €αΐκ:^-£νΑΓίΓΕ, 

3.51. το δεύτερα, «ο το ανα^ετε οτ0 ιρώτο, δίταντας κ=«.\ *=**, Β*Λ 

ΚΐφάΑαιο 4 

4.1. Μα εφαρμόοετε τον ορισμό, 

***♦ ** βϊϊΚ)=ΰ, αιό τον κανόνα τον [/Ηοβρίΐβΐ. 

4.3. και 4.4. Να κξΕΤ&ετι αν ισϊόουν οι χρ^τα^π^ τον θε^ρατοί ο.ΐ 
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*' Κϋηΐίίη, Αη ΙηΙγοά^ιίοη (0 Μβιί,,ωιΐε.1 ΑΓ»1/5ΐί *Γ. 
8&τυοη Ρτ?5 5 1963 

Η. 5β*»η, Αιΐνβηίβι) Οβίευίυ*, ΗοοβΚίοη Μΐίίΐΐυ ς„ ι974 

«· 5ρ1βίίι, Ι.ρι.„ ΐΓ,η1 ίο™. 5ε6βϋη.5 οηι,1ηβ ,βΓί. 

Μ ιη ΜχΗβμϊΙ». ΜΑο-&τΛν Η111 £0. ι965 

Β> Σ,Μ,£ΐώβ*1ς Λογιαιιού, Ιωάννινα 
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0. δΜΠΑΐίί,. Α„ ,ηΐΓΟ(ίυει1οη ιο ... ^ 

ιϋρΓορί?γ ΐπΐβ6ΓΛι5ί ΗοΙεΙελ - Ώαγ 1967 

Α· Τ»Πθί. Α4νβηε*ϋ ε*1ει,ιϋί( ΒίΑί,ίβΐι Ρα6Ι ς0 195£ 

^5;."*“ ε*ΐΕϋ,“*· ""Ρ" * *«.*»»* 

ΕΥΡΕΤΗΡΙΟΥ ΟΡΟΥ 

Αθροιομα ΐΐ-ν» ( 92 

- κ<ϊιπί* 91 

- Κϊβηβπη ( 94 

άλγεβρα, 126 

α υ ισ 6 τ η τα Ολ υρΐΐγ - 5<ι3ί ι, 127 

- ¥οαπ&, 154 

ανΐί.χαΤααΐώ}(ί{ τσυ ΕιιΙργ » 54 

αντικαράγνγρς , 2 

αρχική9 1, 135 

Δί,αμέριση , 91 

( υβα&ά ειίιεβομ χωρίου * 173 

- ετιραυτιας αβά βεριστροφή , 169 

- χωρίου με καραμΕϊρικές 

εξισώσεις, 177 

- σε «ολικές συντεταγμένες , 160 

θεώρημα α' μέσης τιμής* 166 

- $' μέσης Τιμής, 163 

- Βοοπεϊ: ,164 

- Οατϊιουχ, 92 

- θεμελιώδες του ΜίΧρύατιχοΟ 

Λογισμοί, 135, 139 

- ΐΛΓσίι , 305 

ΙΰιήτήΤά αρχικής τιμής, 300 

Καμτύλη ευθυγραμμΙΟιμη * 130 

- τετραγωνίσιμη, 199 

Κριτήριό ΟαυσΗγ , 229, 263 

- ΟίΓίσΜβΤ, 244 

- 0λο4ληρι«τικ8 0αικ:6γ, 250 

- οριακϊ συγΗρισςιμς , 234, 76« 

- τηλιΐΗν Ο'ΛΙβη&βττ , 249 

- αυγκρίσεΒί , 232» 264 

λεκτΰτητα 6ιαμερΐθΕΐας , 91 

Γενικευμέντί ιαραγοντική ολοκλήρωσή ,25 

γραμμικής τελεστής , 116 
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'ΰΟ&ος εξάντλησης, 80 

ίί#ΓΒΪΙ:β-03ίΓΟβΓ'ΛΛ3ΐίϊ1, 46 

■ *ροσ 6 ε,ορ εστιών ουντίλεστών* 20 

■ 5ίτηρ&οη, 207 

- ιίνγκρΰσεως συντελεστών, 39 

- τρα*£ς£ου» 201* 

χαρακτηβιοτικών τιμών, 39 

μίση -η,νΛ, 161 

μετασχηματισμός ίαρίασβ, 279 

- - αντίοτρομος* 304 

μήκΰϊ τάξου Ναμιύληΐ* 1θ9 

ΟΓ®, 91 

ϊ*ρς οτερεοό οκά ΤΕ.ριοτροφά,199 

ολοκλήρωμα άνω , 87 

- αόριστο* 3* 130 

- γενιχευμάνοι 219 

- - β ' ενΑους, 218* 219 

- - β' είδους* 210, 250 

- - μίΐτοΰ ίίύοίΐςι 21Θ, 269 

- διωνυμι*ά, 59 

- ελλειΧίίΐΐάι 75, 166 

- 8013500* 239 

- ηίοτνιπή* 68, 96 

- Ηϊρττ«ρη-5ΐί^1ιϊ«5, 101 

- ολο«Λάρισαη άρρητων συναρτήσεων, 5 2 

- με αντικατάσταση* 7* 147 

- ΐαραγοντεκά* 16* 196 

- κροσέγΐΐβτι,Νή· 203 

- ρητών συναρτόσεκΛί* 35 

- τριγωνομετρικών συναρτήσεων, 64 

- υπερβολικών ΟυναριιΙοΕων, 73 

ΠαράχαυΟα, 1 

■.ολικές συντεταγμένες, 180 

κολικός άξονας, 100 

ιόλος,100 

κρωτεύοίΐοα τιμά κατά 04υο1ιγ,223,258 

Συνάρτηση Βάτα, 272 

- Γάμρα, 270 

- γραμμικά κατά τμάματα, 204 

- εκβετικάς τάξηί, 262 

- κατά τυάματα ουνεχάς, 201 

- λογαριθμικά ολο κ λ άρωμα, 262 

- τοιικά ολοκληρώσιμη, 219 

- φραγμένης μεταβολές, 142 

συνθήκη Κΐ^ωηη, 104, 105 

Τίμιος αναγωγικός* 10 

- Ηρσ-ίαιιτίη, 170 

- Μ3θ-ίχΡΝΓίπ~Ευ Ρ, 2 53 

- Ηίΐίΐοπ-ί^ΐίιηΐΐ*, 137 

- &ϊ1γ1ϊιί&, 151 

- Τ^Ιογ, 169 

- Ηαΐΐίβ, 150 

ΤΤιόλΟΐΐο κατά ΓαυοΙΐγ* 171 

- - 171 

ΕΥΡΕΤΗΡΙΟ ΟΝΟΜΑΤΩΝ 

Βοηηρΐ, 164 
Ν^τοη, 137 

ΤρυΕ%, 127, 171, 223, 229 
ΟδΐΤΌΕΓβ^Ιίϊ, 46 

Ο’ΑΙοΐϊώΐΓϊ* 246 

ΟίΐΓ&ουχ, 92 
Ραΐ33θίι, 239 

υΐτίοΜβΐ* 244 
Βϊοίτναηη, 00* 94, 

Ειιΐβρ, 54, 253 
ΒσΙινΡΓΐζ, 127 

ΗβΤΒιΐΓ®, 46 
5ίΐφ3ΰη» 207 

5Ηα1ΐ^8, 101 

ίά£Ήη£«, 171 
ΕΐΐΓΐίηβ* 151 

^ρΐαε»· 270 

61 
Τβγ1οτ* 169 

ί«&αη4Γ?, 76 

Ερΐϊϊοίΐϊ , 137 
«4ΐ1ΐϊ, 150 

1>πτ&, 305 
*<**"£, 154 

101 

Μρσ-ΈΛαΓίΏ, 170* 253 


